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WSTĘP 


Procesami heurystycznymi, a zwłaszcza rozmaitymi chwytami heu- 
rystycznymi, stosowanymi świadomie w celu wywołania i przeprowadze- 
nia twórczego procesu myślowego interesowano się zawsze. Znana też 
była zreflektowana myśl heurystyczna towarzysząca dokonywaniu od- 
kryć naukowych w różnych dyscyplinach. A jednak heurystyka (czy 
inwentyka) jako osobna dziedzina badań jest młodą i rozwijającą się ga- 
łęzią wiedzy bez wyraźnie opracowanego jeszcze statusu metodologicz- 
nego. Nie wszystkie pojęcia są w niej dostatecznie ściśle określone. Obec- 
nie coraz częściej podejmuje się próby ustalenia jej charakteru poznaw- 
czego, zdeterminowania jej przedmiotu oraz wyznaczenia celu przed- 
miotowego, a nade wszystko metod, dzięki którym może on być osiąg- 
nięty. 

To żywe zainteresowanie się na nowo problematyką i granicami heu- 
rystyki wyrosło z reakcji i opozycji wobec metodologii pozytywistycznej. 
Wbrew bowiem temu, co głoszą (neo)pozytywiści, procedury heurystycz- 
ne oraz uzasadniające są wzajemnie uwarunkowane, częściowo się za- 
zębiają, a nawet niekiedy mogą się pokrywać. Teza o ścisłym powiąza- 
niu „kontekstu odkrycia” z „kontekstem uzasadnienia” zyskuje coraz 
więcej zwolenników. Jednocześnie daje asumpt do osobnego zajęcia się 
zasadami czynności badawczych, sposobami dochodzenia do nowych hi- 
potez, procedurą stawiania nowych problemów i metodami dokonywania 
odkryć naukowych. Podejmowane w tej materii próby napotykają na 
wiele trudności, ponieważ twórcze procesy myślowe nie poddają się łat- 
wo systematyzacyjnemu opisowi ani intersubiektywnej sprawdzalności. 
Na ogół nie oczekuje się od uczonych usprawiedliwienia pierwszych hi- 
potez przy konstruowaniu nowych teorii, nie wymaga się wyjaśnień, 
jak zostało znalezione ciekawe zagadnienie lub interesujący pomysł. Nie 
stawia się też postulatu, aby uczony ujawniał (i dokładnie uświadamiał 
sobie), w jaki sposób uzyskał cenne dla nauki hipotezy. Twórczy proces 
stawiania problemów i formułowania hipotez nie podlega algorytmiczne- 
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mu opisowi (przynajmniej w całości), jest bowiem bardziej intuicyjny, 
samorzutny i żywiołowy niż procedura uzasadniania twierdzeń. Więcej 
w nim miejsca na różnorakie skojarzenia, podobieństwa, analogie i rozu- 
mowania prawdopodobieństwowe. Wyraża się nawet opinię, iż najbar- 
dziej twórcze idee zdobywa się dzięki intuicji lub w drodze krytycznego 
obalania intuicyjnych hipotez (K. Popper). Dlatego zainteresowania ,,kon- 
tekstem odkrycia” konkretyzują się w badaniu tych naturalnych skłon- 
ności umysłu ludzkiego. 

W związku z tym wiele uwagi poświęca się przede wszystkim analo- 
gii i roli, jaką ona pełni w twórczości naukowej. Wobec niej zajmowano 
w historii nauki różne, zmieniające się postawy. W zależności od panu- 
jącej w danym okresie koncepcji nauki i dominujących tendencji bądź 
wyolbrzymiano rolę analogii (postawa maksymalistyczna), bądź zbytnio 
ją ograniczano (postawa minimalistyczna). Pierwsza przyznawała analogii 
oprócz wartości heurystycznej także argumentacyjno-eksplikacyjną. Dru- 
ga zaś zacieśniała jej funkcje wyłącznie do pomocniczo-inwencyjnej. 

Wszystko to czyni aktualnym zagadnienie możliwości wykorzystania 
analogii (w szerokim sensie) w twórczości naukowej oraz roli, jaką moż- 
na (i należy) jej przypisać w obecnym stadium rozwoju nauk i metodo- 
logicznej ich samoświadomości. 

Szczególnie interesujące jest to, że pytanie o rolę analogii w twór- 
czości naukowej można również postawić odnośnie do matematyki. Sto- 
sunkowo niedawne wyniki K. Gódla i innych uczonych wskazują bo- 
wiem, iż program sformalizowania całej matematyki nie da się wykonać. 
W matematyce, która z racji zakresu wykorzystywania metody deduk- 
cyjnej uchodziła za wzór ścisłości i precyzji, nie można udowodnić wszy- 
stkich jej prawdziwych tez. Jeśli tedy w uzasadnieniu zostaje miejsce 
na intuicję, to tym bardziej w odkrywaniu. Odgrywają tam ważną rolę 
płodne skojarzenia i inwencje na podstawie jakiejś analogii. Znamienne 
są w tej sprawie słowa wybitnego matematyka polskiego Stefana Bana- 
cha: „Matematykiem jest, kto umie znajdować analogie między twier- 
dzeniami; lepszym, kto widzi analogie dowodów; jeszcze wyższym, kto 
dostrzega analogie teoryj; a można wyobrazić sobie i takiego, co między 
analogiami widzi analogie” 1. 

Jaką zatem rolę w myśleniu matematycznym można przypisać ana- 
logii jako metodzie uzyskiwania nowych wyników (skoro traktuje się ją 


1 Matematycy często przytaczają te słowa S. Banacha wypowiedziane w roz- 
mowie z H. Steinhausem (por. np.: Steinhaus. Stefan Banach s. 22; Urba- 
nik. Doktorat s. 186; Empacher. Potęga analogii s. 5). (Pełny opis biblio- 
graficzny cytowanych pozycji znajduje się w Bibliografii). 
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jako swoiste kryterium do oceny talentów matematycznych)? Czy moż- 
na samą analogię i jej funkcję ujaśniająco scharakteryzować? Czy jest 
to jakaś jedna analogia, czy też dają się wyróżnić pewne jej typy? Jak 
fungują one zwłaszcza przy stawianiu problemów matematycznych? W ja- 
ki sposób wyznaczają nową problematykę badawczą w poszczególnych 
dziedzinach? Czy analogia daje się zauważyć tylko w jednej dziedzinie 
przedmiotów, czy występuje też między dziedzinami? Wreszcie, jakie 
stanowisko i jaką postawę można zająć względem analogii: czy należy 
jej przyznać wysoką rangę poznawczą, czy też odmówić jej większej 
wartości? 

W dostępnej literaturze nie znaleziono zadowalających odpowiedzi 
na powyższe pytania. Prace z tego zakresu raczej szkicowo, jednostron- 
nie bądź fragmentarycznie traktowały interesujące nas zagadnienia. Naj- 
bardziej cenne okazały się badania, które opublikował G. Pólya, mate- 
matyk węgierskiego pochodzenia od 1942 r. działający w Stanach Zjed- 
noczonych. Uchodzi on za twórcę nowoczesnej heurystyki. W pracach 
swoich zgromadził wiele niezmiernie ciekawych przykładów stosowania 
analogii do rozwiązywania różnych zadań matematycznych. Ale z uwagi 
na wyraźnie dydaktyczne nastawienie, z założenia nie mogły one zawie- 
rać pogłębionych i teoretycznie dobrze ugruntowanych analiz. Nie do- 
starczały też odpowiedniej i pełnej typologii różnych analogii występu- 
jących w myśleniu matematycznym. Stanowiły więc raczej dobry punkt 
wyjścia do dokonania pewnych dopełnień w interesującej nas problema- 
tyce, inspirowały do bardziej wszechstronnego ujęcia tematu, niż dawały 
podstawę do krytycznej oceny. 

Wszystko to skłoniło do sformułowania głównego problemu rozpra- 
wy w postaci pytania: „Jaką rolę pełni analogia w stawianiu i wykry- 
waniu nowych zagadnień matematycznych?” 

Nietrudno jest zauważyć, że w ten sposób został sprecyzowany, ale 
też i nieco zmodyfikowany, sens tytułu rozprawy. Występujący w nim 
termin „formułowanie” zagadnień mógł bowiem sugerować redukcję 
badanej funkcji analogii do sprawy czysto językowej. Brak zaś wyraź- 
nego podkreślenia, że interesujące będzie pojawianie się nowych zagad- 
nień mógł tę sugestię jeszcze wzmocnić. Dlatego należy w tym miejscu 
nadmienić, że „formułowanie” nie oznacza tutaj nadawania jasnej, pre- 
cyzyjnej — pojęciowo i językowo — postaci wypowiadania pewnym py- 
taniom, które rodzą się w pracy badawczej matematyka. Chodzi raczej 
o uświadomienie sobie tych momentów, które stwarzają dobre warunki 
do odkrywania nowych zagadnień, ich ustanawiania, dostrzegania no- 
wych obszarów problemowych, czy to przez rozszerzanie (ekstrapolację) 
znanej wiedzy, czy przez wypełnianie pustych miejsc (białych plam) w 
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całej matematyce jako zwartym systemie. Z tych względów oraz z oba- 
wy wprowadzenia nieporozumień, spośród wielu bliskoznacznych termi- 
nów takich, jak: stawianie, wyszukiwanie, wykrywanie, formułowanie, 
pojawianie się, powstawanie, zdecydowano wybrać właśnie termin ,,sta- 
wianie”, jako najlepiej oddający sens procedury, która jest przedmiotem 
swoistego zainteresowania w tej rozprawie. Użyto go zarówno w sformu- 
łowaniu głównego problemu, jak i w tytułach poszczególnych części roz- 
prawy. 

Na podstawie dotychczasowego dorobku autorów, którzy zajmowali 
się analogią w matematyce (i nie tylko) oraz wykorzystując pewne usta- 
lenia dokonane na gruncie filozofii klasycznej i metodologii nauk pod- 
jęto próbę udzielenia odpowiedzi na wiodące w tej pracy pytanie. Za- 
sadniczą jednak drogą uprawomacniającą przypuszczenia i znane skąd- 
inąd sugestie jest analiza odpowiednich przykładów zaczerpniętych z 
obecnie ukształtowanej matematyki współczesnej, jak również z dziejów 
pewnych znamiennych odkryć matematycznych. Niekiedy odwołujemy 
się też wprost do spontanicznych wypowiedzi matematyków na temat 
swej twórczości naukowej. Nie są one jednak liczne, ponieważ matema- 
tycy bardzo rzadko czynią uwagi dotyczące swej działalności badawczej. 

Powyższe okoliczności wyznaczyły plan i sposób redakcji rozprawy. 
W celu wykonania postawionych zadań została ona podzielona na trzy 
rozdziały ?. 

Pierwszy dotyczy zagadnień związanych z determinacją pojęcia ana- 
logii, występującego w matematyce pojętej jako czynność i jako rezultat 
określonej działalności. Okazało się to konieczne ze względu na niejedno- 
znaczność terminu „analogia”. Po ustaleniu, iż analogia jest swoistym 
rodzajem podobieństwa, występującego między rozmaitymi przedmiota- 


2 Rozprawa niniejsza stanowi nieco zmodyfikowaną część rozprawy doktor- 
skiej napisanej pod kierunkiem ks. prof. dra S. Kamińskiego (recenzentami byli: 
prof. dr I. Dąmbska i prof. dr L. Borkowski) i przedstawionej Radzie Wydziału 
Filozofii Chrześcijańskiej KUL w czerwcu 1977 roku. Pierwotny rozdział trzeci 
tej rozprawy, pt. „Stawianie zagadnień matematycznych na podstawie analogii 
między skończonością i nieskończonością”, ukaże się w nieco zmienionej wersji 
osobno. W toku rozważań przeprowadzonych w tym rozdziale okazało się, że 
analogia między tym, co skończone i tym, co nieskończone jest swoistym typem 
analogii występującej w myśleniu matematycznym. Człony, które biorą w niej 
udział mogą bowiem należeć do jednej dziedziny przedmiotów, ale mogą też 
pochodzić już z różnych dziedzin. Zostało to uwydatnione przez przytoczone 
egzemplifikacje. Pewne funkcjonalne własności tego typu analogii okazały się 
podobne do własności innych rozważanych typów analogii występujących w ma- 
tematyce lub myśleniu matematycznym. 
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mi, dokonano pewnej typologii tych odmian analogii, które bądź wystę- 
pują wyraźnie w matematyce, bądź biorą udział w twórczym stawianiu 
problemów. Dokonano też kilku istotnych dla dalszych analiz rozróżnień, 
które nie tylko wyznaczyły kierunek rozważań, ale też pozwoliły bar- 
dziej wszechstronnie ująć zagadnienie fungowania analogii w myśleniu 
matematycznym. 

W drugim rozdziale zbadano sposoby odkrywania nowych obszarów 
problemowych dzięki wykorzystaniu analogii zachodzących między 
„przedmiotami” w jakiejś jednej dziedzinie matematycznej. Podjęto pró- 
bę udzielenia odpowiedzi na pytanie o rolę analogii w stawianiu zagad- 
nień, rozważając analogie występujące na płaszczyźnie syntaktycznej 
(między językowymi wytworami) i semantycznej (między ich przedmio- 
towymi odpowiednikami). Osobno przeprowadzono analizę dotyczącą 
analogii między tym, co szczegółowe i tym, co ogólne oraz tym, co skom- 
plikowane i tym, co uproszczone. Sporo miejsca poświęcono wspólnej 
dla wszystkich dziedzin matematycznych tendencji do uogólnienia. 

Rozdział trzeci poświęcono próbom zbadania roli, jaką pełni w wy- 
krywaniu nowych problemów analogia między różnymi dziedzinami 
matematyki. Drogą analiz odpowiednio dobranych przykładów pokazano, 
iż może to być analogia oparta na wcześniejszej analogii podstawowych 
pojęć (bądź przedmiotów) lub analogia ogólnych struktur (zwłaszcza alge- 
braicznych). Zwrócono baczniejszą uwagę na współzależności, jakie wy- 
stępują między różnymi dziedzinami matematyki. 

Spis bibliograficzny dołączony do tej rozprawy zawiera głównie ta- 
kie publikacje, z których (wprost bądź pośrednio) korzystano przy ana- 
lizie podstawowych zagadnień. 

Ponieważ przy redagowaniu tej rozprawy korzystano nie tylko z pu- 
blikacji, lecz także z przemyśleń metodologicznych i filozoficznych do- 
konanych w środowisku Katolickiego Uniwersytetu Lubelskiego, wydaje 
się na miejscu podkreślenie i tej formy inspiracji i pomocy. Szczególna 
wdzięczność należna jest jednak Ks. Prof. Stanisławowi Kamińskiemu, 
którego wykłady z filozofii matematyki uczyły nowego spojrzenia na 
matematykę, a życzliwe i bezinteresowne rady, wskazówki i postulaty, 
towarzyszące powstawaniu rozprawy przyczyniły się do lepszego wnik- 
nięcia w poruszaną problematykę. Serdeczne podziękowania pozwolę 
sobie złożyć również Recenzentom: prof. dr Izydorze Dąmbskiej i prof. 
dr. Ludwikowi Borkowskiemu, którzy zechcieli łaskawie poświęcić czas 
na lekturę i ocenę rozprawy. Ich uwagi i sugestie stanowiły podstawę 
do poczynienia koniecznych korektur i uzupełnień modyfikujących nie- 
co pierwotną wersję rozprawy. 


Rozdział I 


TYPY ANALOGII W MYŚLENIU MATEMATYCZNYM 


Termin „analogia” nie jest jednoznaczny *. Używa się go bowiem ja- 
ko nazwy oznaczającej różne — i to często dość odległe — stany, dzie- 
dziny, procesy, zdarzenia, rzeczy, relacje. W najbardziej niesprecyzowa- 
nym znaczeniu stosuje się go w potocznym języku przednaukowym. Wy- 
stępuje on na ogół wszędzie tam, gdzie mowa jest o jakimś podobień- 
stwie. I jakkolwiek już na tym etapie wyczuwa się różnicę, która nie 
pozwala postawić znaku równości między znaczeniami obu terminów, to 
jednak rodzą się pytania o wzajemny stosunek analogii i podobieństwa. 
Czy każde zauważone podobieństwo upoważnia do stwierdzenia zacho- 
dzącej analogii? Czy w żadnym przypadku nie można utożsamić analogii 
z podobieństwem? Czy można mówić o analogii jeszcze wtedy, gdy po- 
dobieństwo zachodzi pod każdym względem? 

Inne pytania powstają na tle i w związku z występowaniem terminu 
„analogia? w różnych naukach szczegółowych i filozoficznych. Każda 


3 Etymologicznie termin „analogia” wywodzi się od greckiego dvahojśw 
i znaczy być w odpowiednim stosunku do jakiejś rzeczy, a ävahoyla to tyle, co 
cdpowiedni stosunek. Nazwą „analogia” posługiwano się głównie w matematyce 
na oznaczenie złożonego stosunku, czyli tożsamości relacji zachodzącej między 
dwiema różnymi grupami wielkości. W języku łacińskim oddano ten termin 
przez proportio — proporcję lub comparatio — porównanie. W języku polskim 
występują obydwa terminy: i „analogia”, i „proporcja”. Pojęcie analogii jest 
jednak obecnie szersze w stosunku do „proporcji”, która zachowała swą jed- 
noznaczność i funkcjonuje głównie w matematyce (por. np. Krąpiec. Teoria 
analogii s. 246). Wbrew temu co głosi I. M. Bocheński (Wstęp do teorii analogii 
s. 75-78) o pojęciach analogicznych, uznając je za rodzaj wieloznaczności, można 
— jak się wydaje — powiedzieć, że „analogia? jest pojęciem analogicznym, bo 
już w potocznym znaczeniu nie jest jednoznaczna, ale też nie jest odmianą wie- 
loznaczności. Zawiera „coś? pod pewnym względem wspólnego w każdym spo- 
sobie rozumienia, mimo że występuje w różnych dziedzinach. Wspólna nazwa 
„analogia” wskazuje na relatywną jedność zakresową. Polega ona na tym, że 
o wszystkich desygnatach tej nazwy orzeka się treść w pewnych proporcjach 
relatywnie taką samą, choć formalnie i zasadniczo różną. Tak rozumiał tę sprawę 
już Arystoteles, gdy w swej Metafizyce mówi o orzekaniu analogicznym, które 
można umieścić pomiędzy jednoznacznością a wieloznacznością. 
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z nich bowiem różnie go rozumie, a często nadaje mu swoiste znaczenie. 
W psychologii na przykład „analogią? nazywa się zdolność psychiczną 
lub czynność — spontaniczną względnie uświadomioną — rozpoznawania 
podobieństwa albo już rezultat tej czynności. Językoznawcy określają 
analogię jako pewien proces upodobniania się jednych form językowych 
do innych. W naukach przyrodniczych mówi się o analogii badanych 
przedmiotów, o analogii funkcji, które pełnią np. pewne narządy w róż- 
nych organizmach żywych. W filozofii klasycznej analogia jest podstawą 
właściwego ujęcia złożeń wewnątrzbytowych (według kategorii aktu 
i możności) i relacji międzybytowych (zwłaszcza powiązań przyczynowo- 
skutkowych). Metodologia nauki wymienia analogię wśród metod pozna- 
nia naukowego, zaś logika zajmuje się tzw. orzekaniem analogicznym 
terminów, rozumowaniem przez analogię oraz relację, która stanowi 
podstawę dla tego rozumowania *. 

Przykładowo wymienione sposoby rozumienia terminu „analogia” po- 
kazują wyraźnie różnorodność możliwych jego znaczeń. Dlatego, gdy 
przystępuje się do opracowania zagadnienia związanego z tym terminem, 
konieczne jest bliższe ustalenie sensu, w którym będzie on używany. 
Na zarysowanym dość pobieżnie tle, bez przeprowadzenia subtelniejszych 
rozróżnień, nasuwa się zrozumiałe pytanie o użyty w tej pracy sens 
terminu „analogia. W jakim znaczeniu jest ono wzięte? Jaki jest spo- 
sób jego rozumienia? Które z nich odgrywają jakąś rolę w tym myśleniu? 

Aby uzyskać odpowiedzi na postawione pytania, podejmuje się próbę 
determinacji występującego (używanego) pojęcia „analogii”, umieszcza- 
jąc je pomiędzy ekstremalnymi dla niego pojęciami identyczności i podo- 
bieństwa. Pozwoli to, jak się wydaje, lepiej uchwycić istotne cechy ana- 
logii oraz ustosunkować się do kontrowersyjnych stanowisk utożsamia- 
jących ją nieraz bądź z jednym, bądź z drugim pojęciem. Dokonanie 
tych wstępnych ustaleń jest konieczne z uwagi na następne zadanie 
przeprowadzenia pewnej typologii tych rodzajów analogii, które wystę- 
pują w myśleniu matematycznym. 


4 Nie znaczy to, że analogia nie występuje także i w innych naukach. Znane 
(i nierzadko opracowywane) są analogie stosowane w prawoznawstwie, analogie 
dydaktyczne, analogie retoryczne, artystyczne, historyczne, analogie społecznvch 
struktur, cybernetyczne i inne. Dąmbska pisze, że „biorąc pod uwagę ich wielką 
różnorodność, można by zaryzykować twierdzenie, że operowanie analogiami, czyli 
pewien rodzaj porównywania, jest jednym z najbardziej podstawowych sposobów 
ustosunkowania się człowieka do otaczającej go rzeczywistości” (Dwa studia s. 16). 
Pólya zaś uważa, że „analogią przeniknięte jest całe nasze myślenie, nasza co- 
dzienna mowa i nasze proste wnioskowanie, jak również literackie sposoby wy- 
rażania się i największe naukowe osiągnięcia” (Jak to rozwiązać? s .61). Zob. 
też np. Smoktunowicz. Analogia w prawie; Ławniczak, Uzasadniająca 
rola. 
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Trzeba nadto nadmienić, że termin „myślenie matematyczne” rozu- 
miemy w szerokim sensie jako zespół różnych czynności umysłu. Ter- 
minem tym obejmujemy zarówno myślenie niezartykułowane, jak rów- 
nież takie, które już przybrało określony kształt językowy. Zatem będą 
nas interesowały także analogie, które dotyczą myślenia niezartykuło- 
wanego. Będą to bądź analogie nie uświadomione i nie ujaśnione (nie- 
nazwane), bądź analogie, które występują głównie przy „wpadaniu na 
pomysł”. Obok nich sporo miejsca poświęcimy analogiom wyraźnym, 
jasnym i bardzo czytelnym. 


1. KONCEPCJE ANALOGII 


W niesprecyzowanym bliżej sensie używa się terminu „identyczność” 
w języku potocznym. Na ogół oznacza on wzajemną zastępowalność 
przedmiotów, ich nierozróżnialność lub zgodność pod każdym względem. 
Występuje on w zwrotach tego typu, co „a jest identyczne z y”, „x jest 
tym samym co y”, „x jest równe y”, „a jest tożsame z y”. Wszystkim 
tym zwrotom przypisuje się jednakowy sens i zapisuje się je dla krótkości 
wyrażeniem x=y. W zapisie występują dwie różne nazwy (symbole ,,x” 
i „y”, które nie są identyczne) oznaczające jeden i ten sam przedmiot 


(który może mieć różne nazwy). Na przykład symbole „1,5% i 5 ozna- 


czają tę samą liczbę, można więc słusznie zapisać, że „LB= 9 ale to 


nie znaczy, że tym samym występujące tu symbole są równe, przeciw- 
nie, jest nawet oczywiste, że są one różne, a równość odnosi się jedynie 
do przedmiotu (liczby), który one oznaczają 5. 

Samo pojęcie znane było już w starożytności, ale próby zdefiniowania 
go pojawiły się znacznie później. Tomasz z Akwinu podaje (5 Th I q. 40 
a. 1,3) określenie, które w znacznej mierze odpowiada definicji nowo- 
czesnej: Quaecumque sunt idem, ita se habent, quod quidquid praedicatur 
de uno, praedicatur et de alio. Leibniz — główny teoretyk identyczności 
— rozumie ją w myśl zasady tożsamości przedmiotów nieodróżnialnych, 
jako relację równoważnościową, która zachodzi między każdym przed- 
miotem a nim samym ê. Za definicję przez niego podaną uważa się pod- 
stawowe .prawo teorii identyczności, które nazywa się niekiedy prawem 
Leibniza. Głosi ono, że x=y wtedy i tylko wtedy, gdy wszystko co moż- 
na powiedzieć o przedmiocie x, można też powiedzieć o przedmiocie y". 


5 Por. Tarski. O logice matematycznej s. 42. 

6 Zob. Kamiński. Elementy logiki formalnej s. 258. 

7 Inne, bardziej poprawne sformułowania tego prawa brzmią: x=y wtedy 
i tylko wtedy, gdy każda funkcja zdaniowa, którą spełnia przedmiot x, jest też 


ROLA ANALOGII W FORMUŁOWANIU ZAGADNIEŃ MATEMATYCZNYCH 171 


Na oznaczenie identyczności wprowadza się często zamiast znaku 
„=” symbol „I, będący nazwą binarnej relacji identyczności zachodzą- 
cej między przedmiotami » i y. Tę dwuczłonową relację definiuje się za 
Ch. S. Peircem w języku predykatów: xly = ‘A (fx=fy). Nietrudno za- 
uważyć, że jest to symboliczny odpowiednik SAWA Leibniza w jednej 
z jego trzech wersji, stwierdza on bowiem, iż identyczność ma miejsce 
wtedy, gdy każda własność przysługująca przedmiotowi x jest jednoczes- 
nie własnością przedmiotu. y. 

Tak zdefiniowana relacja bycia tym samym przedmiotem, określona 
na dowolnym zbiorze przedmiotów, jest równoważnością, tzn. relacją 
zwrotną, symetryczną i przechodnią. Każdy przedmiot jest bowiem iden- 
tyczny (tożsamy) z sobą samym (zwrotność). Również jeśli x jest iden- 
tyczne z y, to i w kierunku odwrotnym, y jest identyczne z x (symetrycz- 
ność). I podobnie dwa przedmioty identyczne z trzecim są między sobą 
identyczne (przechodniość) 8. 

Postawmy teraz pytanie, czy wtedy, gdy przedmioty x i y sa iden- 
tyczne, można mówić o jakiejś analogii między nimi? Aby uzyskać jed- 
ną z możliwych odpowiedzi, prześledzimy pewne rozróżnienia wprowa- 
dzone w tym względzie przez teoretyków przyrodoznawstwa. Na kan- 
wie rozważań J. C. Maxwella na temat analogii wyróżniają oni jako za- 
sadnicze dwie odmiany: analogię rzeczową (którą nazywa się też niekie- 
dy materialną lub treściową) oraz analogię formalną (zwaną też struk- 
turalna). Analogię ustala się między dwoma systemami pewnych elemen- 
tów. Jeden z systemów jest dany, posiada elementy powiązane ze sobą 
przez znane relacje. Znane są więc jego własności podane i opisane przez 
zbiór praw odnoszących się do tego systemu. Traktuje się go wtedy ja- 
ko model dla pewnego innego, nieznanego systemu. I mówi się, że mię- 
dzy nimi zachodzi analogia rzeczowa, gdy wszystkie elementy obu syste- 
mów wykazują całkowicie podobne właściwości, a systemy różnią się 
jedynie bądź liczbą elementów (tzn. nieznany system obejmuje obszer- 


spełniona przez przedmiot y; x=y wiedy i tylko wtedy, gdy każda własność, 
którą posiada przedmiot x, przysługuje też przedmiotowi y. Należy zwrócić uwa- 
gc na występowanie obu wypowiedziach słowa „każda”. Oznacza to, że iden- 
tyczność jest nierozróżnialnością przedmiotów pod każdym względem, jest zu- 
pełną, totalną równością przedmiotów (por. A. Tarski. O logice s. 43), zaś H. 
Reichenbach mówi, że dwa symbole denotują tę samą rzecz, jeśli jednakową 
wartość logiczną mają dwa odpowiadające sobie zdania, w których te symbole 
występują w odpowiadających sobie miejscach (por. Elementy logiki formalnej 
s, 96 n.). 

s Zob. Grzegorczyk. Zarys logiki s. 14; Borkowski. Logika s. 196- 
-197; Tarski. O logice s. 44-45. 
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niejszy zbiór), bądź bardziej radykalnie, gdy elementy drugiego (niezna- 
nego) systemu posiadają nie dające się wyprowadzić z modelu własności 9, 

Ten rodzaj analogii przybiera postać słabszą lub mocniejszą w zależ- 
ności od tego, czy porównywane przedmioty pochodzą z tego samego 
gatunku czy nie, czy podobieństwo dotyczy kilku cech wspólnych czy 
wszystkich, czy jest to podobieństwo elementów czy także relacji wią- 
żących te elementy. I właśnie wtedy, gdy przedmioty posiadają wszystkie 
cechy wspólne, analogia rzeczowa występuje w swej najmocniejszej po- 
staci. Mówi się o przedmiotach, że są rzeczowo identyczne, a tak pojętą 
identyczność traktuje się jako szczególny przypadek analogii 10. 

Drugi z wyróżnionych ‘rodzajów analogii to analogia formalna. Sys- 
tem służący za model jest znaną strukturą abstrakcyjnych relacji, a nie 
— jak w przypadku analogii rzeczowej — zbiorem mniej lub bardziej 
uchwytnych (nawet wzrokowo) elementów, powiązanych ze sobą pew- 
nymi relacjami. Dwa systemy określa się jako analogiczne formalnie, 
jeśli spełniają podobne (formalnie) prawa. W przypadku fizyki mówi się, 
że analogia strukturalna wyraża się w formalnym podobieństwie rów- 
nań matematycznych, za pomocą których formułowane są prawa przy- 
rody. Jako typowy przykład podaje się zwykle identyczność matema- 
tycznej struktury teorii grawitacji i równań przewodnictwa cieplnego. 

I znowu interesujący jest ten szczególny przypadek analogii struktu- 
ralnej, który jest jej najmocniejszą postacią. Jeśli bowiem analogia for- 
malna między układami przedmiotów jest zupełna (tzn. układy są izo- 
morficzne), wtedy są one strukturalnie identyczne. Ale nawet tak mocna 
analogia formalna nie implikuje podobieństwa rzeczowego. Zauważono 
bowiem, że dwa przedmioty rzeczowo analogiczne są również formalnie 
analogiczne, ale nie odwrotnie. Dlatego zrelatywizowane pojęcie iden- 
tyczności (np. identyczność strukturalna) nie pokrywa się z opisanym 
wyżej pojęciem „bycia tym samym przedmiotem pod każdym względem”. 

Oprócz omawianego podziału na analogię rzeczową i formalną M. Hesse 
zapropnowała, aby rozróżniać trojakiego rodzaju analogie: pozytywną, 


8 Rozróżnienie występuje już w pracy: H. Metzger. Les concepts scien- 
tifiques. Paris 1926. Por. również: Hesse, Models and Analogies in Science 
s. 65; Nagel, Struktura nauki s. 103-107. Hesse używa raczej nazwy „analogia 
materialna”, w odróżnieniu od analogii strukturalnej, zaś Nagel — „rzeczowa”. 
Przy okazji warto wyjaśnić, że autorzy „pozytywizujący” (R. B. Braithwaite, Na- 
gel, C. G. Hempel) używają zazwyczaj zamiennie terminów analogia i model. 
Inni, jak np. Stegmiiller, mówią o analogii w związku z modelami, które wtedy 
nazywają modelami analogicznymi. Hesse też, jak się wydaje, omawiając ana- 
logię między dwoma systemami, traktuje jeden (bardziej znany) za model dru- 
giego z nim analogicznego (czy nawet izomorficznego). Za wyraźnym odgranicze- 
niem analogii i modelu opowiadają się między innymi P. Achinstein, G. L. Farre. 

10 Por. np. Hajduk. Pojęcie i funkcja modelu s. 79. 
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negatywną i neutralną. Pierwsza stanowi grupę cech podobnych w mo- 
delu i przedmiocie (czy zjawisku), w przypadku drugiej — cechy ich 
są różne, zaś trzecia ma miejsce wtedy, gdy jeszcze nie zostało rozstrzyg- 
nięte, czy dany układ cech należy do pierwszej czy do drugiej grupy. 
Gdy zgodzimy się na taki podział, możemy uznać identyczność (w sen- 
sie nierozróżnialności) za analogię pozytywną pełną, bowiem wszystkie 
cechy porównywanych przedmiotów są w najwyższym stopniu podobne, 
bo aż identyczne (tożsame). Byłaby wtedy identyczność granicznym, eks- 
tremalnym przypadkiem, do którego zmierzałyby wszelkie odmiany po- 
dobieństwa, w tym także i analogia. Tak niektórzy ujmują identyczność 
i jej stosunek do analogii 1. 

Proponowane rozróżnienie sugeruje, że wydzielone rodzaje analogii 
są autonomicznymi i niezależnymi od pozostałych członów. Zatem ana- 
logia pozytywna, jako ujmująca tylko cechy podobne, staje się tożsamoś- 
cią, analogia negatywna — zróżnicowaniem, neutralna zaś charakteryzu- 
je się brakiem jakichkolwiek relacji. Tymczasem już klasycy analogii 
zwracali uwagę na to, że analogia występuje wszędzie tam, gdzie mamy 
do czynienia z jakąkolwiek zbieżnością między rzeczami, procesami rze- 
czywistymi lub myślowymi (czyli jakimiś relacjami), ale ujmując to po- 
dobieństwo nie abstrahuje się w niej do elementów niepodobnych. Prze- 
ciwnie, w analogii ujmuje się elementy podobne jak i niepodobne. Prze- 


.to w strukturze analogii występuje zarówno podobieństwo, jak i nie- 


podobieństwo '*. Powiedzmy więcej, dla poznania naukowego cenne są 
te analogie, które mają jasno sformułowane i ściśle określone warunki 
zarówno podobieństwa, jak i różnicy. Nierzadko zwrócenie uwagi na 
różnice staje się źródłem płodnych hipotez. 


11 Np. R. Hóffding w klasycznej już dziś pracy określa wprawdzie analogię 
jako relacyjne podobieństwo między przedmiotami, które różni się od identycz- 
ności, ale uważa, że tożsamość można definiować jedynie jako przypadek gra- 
niczny podobieństwa lub ciągłości, które są pojęciami uprzednimi w stosunku 
do tożsamości (Der Begriff s. 33). Dlatego proponuje umieszczenie analogii w sze- 
regu między absolutną identycznością przedmiotów z jednej strony a jakościową 
różnością z drugiej (tamże s. 2). Zdaje się, że podobnie rozumie tę sprawę Bie- 
lajew, który pisze, że identyczność występuje jako swego rodzaju granica, do 
której zmierza także i podobieństwo (Rol anałogii s. 60). 

12 Szczególnie mocno podkreślają to teoretycy analogii filozoficznej. Arysto- 
teles zwraca uwagę, że tylko pluralizm bytowy umożliwia mówienie o proporcji 
i analogii ściśle pojętej. Tomasz z Akwinu wskazuje na różnicę międzybytową 
jako warunek analogicznego orzekania (por. Krąpiec. Teoria analogii s. 18, 
170). Hôffding (Der Begriff s. 29) dobitniej to ujmując mówiąc: „W analogiach 
od samego początku wzajemnie splatają się podobieństwa i różnice, tak że trud- 
no odnaleźć granice, gdzie kończy się podobieństwo a zaczyna się różnica. Świa- 
doma próba ścisłego określenia różnych stopni podobieństwa (i różnic) oznacza 
początek naukowego myślenia”. 
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Zatem proponowany podział analogii na: pozytywną, negatywną 
i neutralną jest raczej wyodrębnieniem w niej trzech aspektów, które 
powinny stanowić jedność. Wszystkie bowiem są niezbędne i żaden nie 
jest wystarczający do adek'watnej charakterystyki analogii. Na tym tle 
wydaje się, że niezrelatywizowana identyczność nie może być utożsa- 
miona z analogią, chociaż może stanowić graniczny przypadek podobień- 
stwa zachodzącego pod każdym względem, tak że jakakolwiek różnica 
zostaje wyeliminowana. 

Analizując i porównując pojęcia analogii i tożsamości, G. Klaus po- 
daje warunki przejścia od analogii do identyczności. Zauważył on, że 
analogia może występować między układami na rozmaitych poziomach: 
1) mogą być podobne rezultaty porównywanych układów; 2) podobień- 
stwo może dotyczyć funkcji i zachowań, które prowadzą do tych: rezul- 
tatów; 3) struktury obu układów, gwarantujące wypełnienie tych funk- 
cji mogą wykazywać podobieństwo; 4) wreszcie elementy, z których 
składają się te struktury mogą być podobne. Niezbędnym warunkiem 
poprawnego przejścia od analogii do tożsamości jest zgodność na wszy- 
stkich czterech poziomach. Ale i wtedy nie używa się zamiennie termi- 
nów analogia i tożsamość, bowiem tożsamość jest uwarunkowana wy- 
stępowaniem analogii na wszystkich poszczególnych poziomach porów- 
nywania jednocześnie 13, 

Przypatrzmy się teraz bliżej, jak przedstawia się związek identycz- 
ności z analogią na terenie matematyki. Już w starożytności posługiwano 
się nazwą „analogia” na oznaczenie złożonego stosunku, czyli identycz- 
ności relacji, która występuje pomiędzy dwiema różnymi grupami wiel- 
kości. Symbolicznie zapisuje się to w postaci równości A:B=C:D, gdzie 
znak „„=” oznacza identyczność, zaś ,,:” relację, która zachodzi między czło- 
nami A,B oraz C,D. Krótko nazywano tę równość proporcją. Jest to ter- 
min występujący często w matematyce i to zarówno w arytmetyce, gdy 
mowa jest o stosunkach liczbowych, jak i w geometrii, gdy członami 
relacji są np. długości odcinków. W starożytności odróżniano analogię 
arytmetyczną i geometryczną. Pierwsza była tym, co dzisiaj nazywa 
się szeregiem arytmetycznym i polegała na zachodzeniu tych samych 
„odstępów” między liczbami. Tak liczba pierwsza różni się od drugiej, 
jak druga od trzeciej. Środkowa więc liczba jest liczbą pośrednią — 
analogiczną w stosunku do liczby wyprzedzającej ją i następującej po 
niej. Np. liczba 6 jest analogiczna dla liczb 2 i 10, gdyż 6—2=10—6. 
Relacją „R”, której identyczność stwierdza pewna proporcja, jest relacja 
„bycia w tym samym odstępie”, albo inaczej: „różnienia się o tę samą 
wielkość”. Analogia geometryczna zaś była tym, co dzisiaj nazywa się 


13 Por. Klaus. Kybernetik in philosophischer Sicht s. 246. 
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proporcjonalnością, tzn. ujmowała dwie pary liczb, które pozostają do 
siebie w równym stosunku. Ona to odpowiadała właściwemu pojęciu 
analogii, polegającej na zgodności między jedną luk kilkoma relacjami 
liczbowymi. Nazwana była geometryczną, gdyż została odkryta w związ- 
ku z liczbami niewymiernymi, które były przedstawiane przy pomocy 
odcinków niewspółmiernych figur geometrycznych (np. 2 jako przekątna 
kwadratu o boku równym 1) X. 

Przyjmowano też inne rozróżnienie stosunków międzyilościowych na 
proporcję prostą, stwierdzającą tylko relację dwuczłonową, np. 4:2 oraz 
proprcję złożoną, która jest identycznością relacji, jak na przykład mię- 
dzy liczbami 4, 2, 3, 6, bo jak się ma 4 do 2, tak się ma 3 do 6. Prócz 
tego mówi się o tzw. stosunkach zdwojonych (np. 5T10 ma się tak, jak 
10T20), potrojonych (np. 3S9 ma się tak, jak 20 S 60), zwielokrotnio- 
nych. 

Najczęściej jednak korzysta się z proporcjonalności odpowiednich 
odcinków w figurach podobnych, formułuje się odnośnie do nich twier- 
dzenia, znajduje się długości nieznanych, a proporcjonalnych odcinków, 
konstruuje się tzw. czwarty proporcjonalny odcinek. Zwróćmy uwagę, że 
te zabiegi możliwe są jedynie na podstawie stwierdzonego wcześniej po- 
dobieństwa pewnych figur geometrycznych. Wobec tego identyczność 
relacji występującej między elementami (w tym wypadku odcinkami 
czy bokami odpowiednich figur) uwarunkowana jest podobieństwem 
przedmiotów (figur, w skład których wchodzą te elementy). Zanim jed- 
nak rozważymy (przeanalizujemy) podobieństwo, sposób jego rozumienia 
i związek z analogią, podkreślmy, że podstawowym rodzajem analogii 
matematycznej jest proporcja jako identyczność relacji, i to przedmio- 
tów tej samej kategorii. Wydaje się, że jest to szczególny przypadek 
szerzej rozumianej analogii, w którym wyraźnie występuje identycz- 
ność, jakkolwiek zrelatywizowana do relacji. O identyczności w sensie 
nieodróżnialności i jej stosunku do analogii, jak się wydaje, można po- 
wtórzyć poprzednie stwierdzenia. Tradycyjne ujęcia, które można zna- 
leźć zwłaszcza u teoretyków analogii filozoficznej, wyraźnie zastrzegają 
się przed obejmowaniem terminem „analogia? przypadków, w których 
stosunek łączący przedmioty w pary jest jeden i ten sam, a nie — tylko 
podobny. Z chwilą bowiem jednoznacznego ujęcia relacji, która łączy 
różne pary proporcji analogicznej, rozpada się — jak twierdzą — sama 
analogia. Wobec tego nawet matematyczna proporcja, jako identyczność 
relacji między parami przedmiotów, byłaby tylko pozorną analogią lub 
pseudoanalogią. 


# Por. Krąpiec. Teoria analogii s. 247. 
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Jaki widać rozbieżność stanowisk jest wyraźna. Według jednych iden- 
tyczność limituje podobieństwo, będąc jego najwyższym przejawem, 
i dlatego można ją uznać za szczególny co prawda — ale rodzaj analogii 
pelnej. Inni zaś odmawiają jej miejsca wśród rozmaicie pojmowanych 
analogii. Na ogół każde stanowisko implikuje określone założenia filozo- 
ficzne. Tak jest i w tym przypadku. Na gruncie perypatetyckiej filozofii 
głosi się, że konkretne byty, chociaż posiadają jedną naturę gatunkową, 
ze względu na cechy jednostkujące, są między sobą nierówne i niepo- 
wtarzalne. Jeśli zatem bierze się pod uwagę relacje zdeterminowane cał- 
kowicie przez tę samą naturę gatunkową, to owe relacje są rzeczywiście 
tej samej postaci i wskutek tego nie tworzą właściwej analogii. Kiedy 
zaś stosunki nie są zdeterminowane zupełnie przez istotne cechy przed- 
miotów, mogą być w zasadzie tylko w części takie same. A to już jest 
bliskie podobieństwu. 

O podobieństwie relacji tworzących analogię scholastycy mówili, iż 
jest bliższe całkowitej różności niż całkowitej identyczności. Znaczy to 
chyba, że relacje wyznaczające strukturę członów analogii mają mieć wię- 
cej własności różnych niż takich samych. Jest to jednak sprawa stop- 
nia odwzorowania jednego analogatu przez drugi, co za tym idzie — 
i „mocy? analogii oraz jej wartości dla operacji poznawczych, a nie 
samej jęj budowy %. 

Z dotychczasowych rozważań widać, że w pojęciu analogii zawsze 
uwikłane jest w jakiś sposób pojęcie podobieństwa. Analogia jest ro- 
dzajem podobieństwa lub tak, jak poprzednio, jest uwarunkowana po- 
dobieństwem, albo inaczej: jej osnową i jądrem jest podobieństwo. Dla- 
tego konieczne jest bliższe zastanowienie się nad stosunkiem podobień- 
stwa w ogóle, nad sposobem jego rozumienia w matematyce oraz jego 
związkiem z analogią. Będzie to, jak się wydaje, pomocne dla lepszego 
wyeksplikowania pojęcia analogii. 

Jeśli identyczność przedmiotów (obiektów) oznacza całkowitą i pod 
każdym względem ich zastępowalność, to podobieństwo tylko ich częś- 
ciową (zastępowalność) tożsamość, czyli możliwość zastąpienia pod pew- 
nym względem bądź z pewnym ryzykiem 16. Badając podobieństwo okre- 


15 Zob. Herbut. W sprawie s. 269. 

16 Wnikliwej i precyzyjnej od strony formalnej analizy pojęcia podobieństwa 
dokonał Gumański (Podobieństwo s. 55-73; por. też: Szrejder. Równość, podo- 
bieñstwo, porządek s. 69). W matematyce elementarnej wprowadza się następującą 
definicję: podobieństwem w skali s (s>0) nazywamy każde wzajemnie jedno- 
znaczne przekształcenie płaszczyzny o następującej własności; jeżeli obrazami 
punktów X, Y w tym przekształceniu są punkty X i Y’ to XY=sXY. Z definicji 
<ej wynika, że podobieństwo zachowuje stosunek odcinków, przekształcenie toż- 
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śla się zwykle na początku jego miarę, stopień nierozróżnialności przed- 
miotów, a dopiero potem przystępuje się do analizy związków między 
obiektami podobnymi. A ponieważ mogą być różne stopnie podobieństwa, 
teoretycznie rzecz ujmując, ustala się, że graniczny przypadek minimum 
zachodzi wtedy, gdy dwa przedmioty mają tylko jakąś jedną cechę 
wspólną, a wszystkie pozostałe różne; zaś maksimum — gdy jedną ce- 
chę różną, a wszystkie pozostałe tożsame. W obrębie tego wzrastania 
podobieństwa od minimum do maksimum można by przeprowadzać da- 
lej różnicowanie ze względu na ważność (istotność) odpowiednich cech 
wspólnych. Zakladaloby to wszakże jakieś uporządkowanie własności 
z uwagi na ich istotność czy ważność "7. 

Teoretycznie można by ustalić taką miarę podobieństwa, jakkolwiek 
nietrudno wyobrazić sobie inną, która np. przyjmowałaby całkowitą toż- 
samość za swój maksymalny punkt graniczny. Wówczas podobnymi na- 
zywalibyśmy te przedmioty, które mają co najmniej jedną wspólną ce- 
chę. Ustalamy w ten sposób ograniczenie od dołu, ale sprawę liczby cech 
wspólnych pozostawiamy dalej otwartą. Podkreślić nadto należy zasad- 
niczy brak dualizmu między posiadaniem i nieposiadaniem pewnej ce- 
chy. Istnienie jakiejś cechy wspólnej dla dwu przedmiotów czyni je po- 
dobnymi w określonym sensie. Ale to, że dwa obiekty nie mają pewnej 
cechy identycznej, nie mówi niczego o ich podobieństwie. Takie podej- 
ście wydaje się właściwe, bo istotnie przy określaniu podobieństwa do- 
wolnych przedmiotów zwraca się uwagę wyłącznie na wspólne własnoś- 
ci, a nie bada się, ani tym bardziej nie liczy się, cech różniących porów- 
nywane obiekty. 

Praktycznie byłoby bowiem trudno wydzielić cechy identyczne i nie- 
identyczne oraz dla dokonania pomiaru (stopnia) podobieństwa ustalić 
liczbę jednych i drugich oraz ich miejsce w założonej hierarchii włas- 
ności. A zatem trudno byłoby niekiedy rozstrzygnąć, jak dalekie jest 


samościowe jest podobieństwem w skali 1, do danego podobieństwa w skali s ist- 
nieje podobieństwo odwrotne w skali Le złożenie podobieństw w skali s; i S jest 
s 


podobieństwem w skali s,5. A zatem zbiór wszystkich podobieństw tworzy grupę 
przekształceń. Nadto dowdzi się twierdzenia, że każde podobieństwo można złożyć 
z jednej jednokładności i jednej izometrii. Wyjaśnić należy, że jednokładność 
ustala wzajemnie jednoznaczne przyporządkowanie kątów jednej figury kątom dru- 
giej figury i boków jednej figuy bokom drugiej figury; zaś izometria jest wza- 
jemnie jednoznacznym przekształceniem płaszczyzny na płaszczyznę (figury na 
figurę), zachowującym odległość punktów. A zatem podobieństwo zachowuje współ- 
liniowość punktów i ich naturalne uporządkowanie na prostej oraz wypukłość 
figury; przekształca brzeg, wnętrzne i zewnętrzne figury odpowiednio na brzeg, 
wnętrze i zewnętrze jej obrazu; przekształca kąt na kąt doń przystający i za- 
chowuje rozwartość kąta skierowanego. 
11 Por. Herbut. W sprawie s. 269; Szrejder. Równość s. 70. 
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podobieństwo między badanymi przedmiotami. Określenie jego stopnia 
jest też często uzależnione od samych właśnie badanych obiektów. Jeśli 
są to realne przedmioty, wystarczy zwrócić uwagę na ich formę albo 
cechy jakościowe. Gdy badaniu podlegają relacje, już nie wystarczy 
ustalić podobieństwa na zasadzie tożsamości ich własności formalnych. 
Wówczas należałoby ponadto przeanalizować, czy nie implikują one 
podobieństwa również treściowego, a nawet zgodności — pod jakimś 
względem — pewnych cech samych obiektów, będących członami rela- 
cji. W takim przypadku, który przecież jest najczęstszym, proponowana 
teoretycznie „miara? podobieństwa nie zachowałaby swej przejrzystoś- 
ci. Tę trudność w dużym stopniu dziedziczy też analogia, dla której po- 
dobieństwo jest nieodzowną podstawą. 

Dla przedmiotów matematycznych rozumie się podobieństwo również 
jako częściową, lokalną tożsamość, tzn. jako pełne pokrywanie się częś- 
ci własności w całym obszarze ich istnienia albo też pokrywanie się 
części własności w dowolnym mniejszym obszarze. Inna rzecz, że podo- 
bieństwo, jak i lokalna identyczność, ma już w matematyce lokalny 
charakter, gdyż odnosi się głównie do przedmiotów jednej klasy (np. 
podobieństwo trójkątów, zbiorów, relacji). O takich podobnych przed- 
miotach mówi się, że na ogół wykazują zgodność między niektórymi 
własnościami oraz między operacjami, w których te własności uczest- 
nicza 18. 

Weźmy dla przykładu podobieństwo figur geometrycznych. Wszystkie 
podobne do siebie figury (np. trójkąty) i tylko one mają ten sam kształt. 
Wspólną więc cechą wszystkich i tylko tych figur, które są podobne do 
danej figury, jest jej kształt. Dlatego stwierdzenie, że dana figura (trój- 
kąt) ma określony kształt, jest równoważne temu, że dana figura (trój- 
kąt) należy do pewnej klasy, do której należą wszystkie i tylko te figury, 
które są do niej podobne. Widać z tego, że podobieństwo figur (trójką- 
tów) może być użyteczne do zdefiniowania pojęcia kształtu figury, które 
— dodajmy to wyraźnie — jest równoznaczne z klasą wszystkich figur 
podobnych do danej. Nie trudno jest zauważyć, że tak określone podo- 
bieństwo figur geometrycznych jest relacją równoważnościową. Wykazu- 
je bowiem własności zwrotności (figura F jest podobna do siebie — ma 
ten sam kształt), symetryczności (jeśli figura F ma ten sam kształt co 
figura G, to i odwrotnie) oraz przechodniości (jeśli F jest podobne do G, 
zaś G podobne do H, to F jest podobne do H) *. Relacja podobieństwa 


18 Por. Bielajew. Rol anatogii s. 60. 

1 Por. Borkowski. Logika s. 205-206; Moszner. O teorii relacji s. 120. 
Innym przykładem relacji podobieństwa, wprowadzonego bardzo precyzyjnie, jest 
następująca definicja: dwa zbiory uporządkowane (A, R) oraz (B, S) nazywa się 
podobnymi, jeżeli można skonstruować funkcję różnowartościową f, która by 
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posiada w tym przypadku te same własności formalne co omówiona wy- 
żej identyczność. Zatem są to relacje podobne do siebie pod względem 
formalnym. Treściowo jednakże różnią się zasadniczo, podczas gdy jed- 
na oznacza zgodność wszystkich cech, druga wskazuje tylko na jedną 
własność wspólną. Ponieważ o podobieństwie relacji będziemy jeszcze 
mówić dalej, poprzestaniemy tutaj na tym spostrzeżeniu. Sugeruje nam 
ono bowiem pytanie, czy każda relacja podobieństwa posiada wymienio- 
ne własności formalne. 

Zanim udzielimy odpowiedzi na postawione pytanie, zapoznamy się 
z pewną matematyczną eksplikacją pojęcia podobieństwa zaproponowaną 
przez matematyka angielskiego E. Zeemana *. Analogicznie jak w przy- 
padku przejścia od mglistego pojęcia równości do określonej dokładnie 
relacji równoważności, przechodzi się od intuicyjnego pojęcia podobień- 
stwa do jego matematycznego odpowiednika, nazwanego przez Zeemana 
tolerancją. Definiuje się ją aksjomatycznie jako relację określoną w pew- 
nym zbiorze, która jest zwrotna i symetryczna. Podkreśla się przy tym 
naturalność takiego określenia, ponieważ dowolny obiekt jest podobny 
do siebie oraz dwa obiekty są podobne do siebie lub nie, niezależnie od 
porządku, w którym je porównujemy. Przechodniość nie jest jednak ko- 
nieczną cechą tolerancji. Rozważmy bowiem następujący przykład: w 
zbiorze M wszystkich prostych na płaszczyźnie wprowadźmy relację P, 
która niech oznacza, że dwie proste a i b pozostają do siebie w relacji 
P, gdy mają co najmniej jeden punkt wspólny, tj. przecinają się (gdy 
mają dokładnie jeden punkt wspólny) lub pokrywają się (gdy mają wię- 
cej niż jeden punkt wspólny). Widać, że relacja tak określona jest zwro- 
tna i symetryczna, ale nie jest przechodnia, bo wystarczy aby prosta a 
przecinała się z prostą b w jakimś punkcie, prosta b zaś przecinała się 
z prostą c w jakimś innym punkcie i relacja P nie zachodzi między pro- 
stymi a i c. A mimo to jest relacją tolerancji. 

Zatem relacja równoważnościowa jest przechodnią relacją tolerancji, 
a więc jej szczególnym przypadkiem. Dobrym przykładem takiej relacji 


przekształcała zbiór A na zbiór B oraz zachowywała relacje porządkujące. Ten 
ostatni warunek oznacza, że z zachodzenia relacji aRb wynika zachodzenia relacji 
f(a)Sf(b) (jeżeli między elementami a oraz b zbioru A zachodzi relacja R, to mię- 
dzy ich obrazami danymi przez funkcję f zachodzi relacja S). Relacja podobień- 
„stwa między zbiorami uporządkowanymi jest relacją równoważności. Każdemu 
zbiorowi uporządkowanemu jest przyporządkowany typ porządkowy i dwu róż- 
nym zbiorom uporządkowanym jest przyporządkowany ten sam typ porządkowy, 
gdy zbiory te są podobne. Ten rodzaj podobieństwa nazywa się też izomorfizmem 
(por. np.: Rasiowa. Wstęp do matematyki współczesnej s. 130 n.). 

2 Por. np.: Szrejder, Równość s. 69-97; Zeeman, Bljuneman, To- 
lerantnyje pronstranstwa i mozg. 
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podobieństwa (tolerancji), która jest relacją równoważnościową, czyli ma 
własność zwrotności, symetryczności i przechodniości, jest wspomniane 
wcześniej podobieństwo trójkątów (figur geometrycznych). Wobec tego 
należałoby zapytać, kiedy relacja tolerancji (podobieństwa) jest prze- 
chodnia. Co gwarantuje tę jej przechodniość? W teorii omawianego po- 
jęcia tolerancji dowodzi się twierdzenie, które udziela bezpośredniej od- 
powiedzi na postawione pytanie. Głosi ono, że jeśli istnieje relacja œ 
przekształcająca zbiór obiektów M w zbiór L (np. ich cech), taka że każ- 
demu elementowi ze zbioru M odpowiada dokładnie jeden element ze 
zbioru L (tzn. relacja Q jest funkcją), to relacja tolerancji (podobieństwa) 
Ag, określona w zbiorze M i zachodząca między dwoma obiektami wte- 
dy, gdy mają one wspólny obraz w L, jest przechodnia. Istotnie, jeśli M 
będzie zbiorem trójkątów, L — zbiorem ich cech, to relacja xpy, przy- 
porządkowująca każdemu trójkątowi określony kształt jest fumkcją (bo 
każdemu trójkątowi można przyporządkować tylko dokładnie jeden 
kształt) i relacja podobieństwa trójkątów w zbiorze M jest przechodnia. 
Z innymi relacjami podobieństwa występującymi w matematyce jest po- 
dobnie. Wszystkie (czy to podobieństwo klas, relacji czy zbiorów upo- 
rządkowanych) oparte są na jakimś funkcjonalnym przyporządkowaniu 
pewnych cech rozpatrywanym obiektom. Dlatego wszystkie te relacje są 
równoważnościami, wyznaczającymi odpowiednie klasy abstrakcji po- 
aobnych obiektów, a zatem szczególnymi przypadkami tolerancji. Uściś- 
lijmy, o podobieństwie mówi się tylko wtedy, gdy jakaś dokładnie jedna 
cecha jest przyporządkowana każdemu obiektowi, o tolerancji zaś, gdy 
co najmniej jedna. Nic więc dziwnego, że jest to pojęcie szersze od po- 
dobieństwa. 

Zauważmy jednak, że i tolerancja, i wszelkie podobieństwo są rela- 
cjami określonymi dla przedmiotów homogenicznych, należących do te- 
go samego rodzaju (figur, liczb, zbiorów, relacji). Niekiedy spotyka się 
pogląd, że analogia występuje dopiero wtedy, gdy analogaty należą do 
odrębnych rodzajów, a więc tworzyłoby ją podobieństwo ponadrodzajo- 
we. W potocznym rozumieniu mówi się o analogii także jako o podo- 
bieństwie przedmiotów należących w zasadzie do różnych kategorii i róż- 
niących się pod wieloma względami. Wskazywałoby to, że dla analogii 
bardziej istotne jest ustalenie różnicy między przedmiotami porówny- 
wanymi, niż stopnia ich podobieństwa. Wydaje się, iż wszelkie podobień- 
stwo (więc także i analogia) zachodzi wówczas, gdy przedmioty są pod 
pewnymi względami takie same, a pod pewnymi różne. Można co naj- 
wyżej mówić o różnych rodzajach analogii z uwagi na stopień hetero- 
geniczności czy homogeniczności analogatów. Jest to o tyle ważne, że od 
tego stopnia może zależeć wartość i zasięg operacji poznawczych przepro- 
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wadzanych na podstawie zasadnie dostrzeżonych bądź wprowadzonych 
analogii ?1. 

A zatem stwierdzamy, że o analogii w matematyce (i nie tylko) można 
mówić wtedy, gdy między porównywanymi przedmiotami zachodzi bądź 
podobieństwo genetyczne, bądź podobieństwo strukturalne, bądź wresz- 
cie podobieństwo funkcjonalne. Najistotniejsze (i to niezależnie od miary) 
jest podobieństwo strukturalne (na ogół przedmiotów homogenicznych), 
które daje podstawę analogii struktury, aż do izomorfizmu włącznie. 
Najluźniejsze i najtrudniej „mierzalne” jest podobieństwo genetyczne 
przedmiotów (w dziedzinie), a także odpowiadających im pojęć (w teorii). 
Na pewno w uzasadnianiu nowych twierdzeń takie podobieństwo nie 
dostarcza dostatecznej podstawy dla uprawomocnienia otrzymanego wy- 
niku, ale przy stawianiu nowych zagadnień może odegrać niepoślednią 
rolę stymulatora podsuwającego fakty do wyjaśnienia, prowokującego 
problemy do rozwiązania i stanowiącego źródło narodzin lub wcześniej- 
szy etap rozwojowy nowej teorii. 

Dla dokładnego zbadania jednak tego rodzaju podobieństwa należa- 
łoby wykorzystać środki pozwalające na wyjaśnienie aspektu psycholo- 
gicznego powstawania zagadnień i odkrywania nowej problematyki. 
Spontaniczność, dynamika i luźne skojarzenia (często zupełnie nieświa- 
dome), które charakteryzują twórczy proces dochodzenia do nowych hi- 
potez i wykrywania nowych obszarów problemowych, są trudne do opi- 
sania na innej (niż psychologiczna) drodze. Nie negujemy potrzeby do- 
konywania tego rodzaju badań i doceniamy ich wagę dla uzyskania peł- 
ności opisu twórczego procesu dokonywania odkryć naukowych ??. Nie 
to jednak jest celem naszej rozprawy. Mając powyższe na uwadze sta- 
rać się w niej będziemy o to, aby nie zacieśniać rozumienia analogii tyl- 
ko do analogii struktury. Zdajemy sobie bowiem sprawę z tego, iż w 
kształtowaniu problematyki w matematyce bardzo owocne mogą okazać 
się analogie pojęte bardzo szeroko, które naprowadzają na pomysł na 
mocy niemal skojarzenia. A zatem nie tyle będziemy dążyć do poda- 
wania psychologicznych” opisów rodzenia się zagadnień matematycz- 
nych, aby bardziej naocznie przekonać się o ich podobieństwie genety- 
cznym, ile raczej zmierzać będziemy do przyjęcia na tyle szerokiego po- 
jęcia analogii, które uwzględniałoby i tego rodzaju podobieństwo. 


21 Por. Dąmbska, Dwa studia s. 11-12. 

22 Dosyć rzadko spotyka się w literaturze wypowiedzi matematyków na te- 
mat ich własnej twórczości. Z tego powodu poglądy H. Poincarégo na charakter 
i przebieg twórczości naukowej oraz przykłady jego własnych „olśnień” odkryw- 
czych są częstym przedmiotem analiz. W tej sprawie por.: Hadamard. Psy- 
chologia odkryć matematycznych; Mizińska. Teoria twórczości matematycz- 
nej s. 159-173: 
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Podobieństwo zaś funkcjonalne może być zauważone, jak się wydaje, 
na kilku płaszczyznach i występować między przedmiotami w dziedzinie, 
pojęciami w teorii, a nawet analogiami, które z kolei mogą pojawiać się 
między jednymi, jak i drugimi. Wydaje się również, iż podobieństwo 
funkcjonalne może okazać się podobieństwem wtórnym bądź ze względu 
na genetyczne jego uwarunkowanie, bądź ze względu na podstawę, jaką 
może znajdować w podobieństwie strukturalnym (rozmaitych przedmio- 
tów). W każdym razie tego rodzaju podobieństwo polega na operacyjnym 
(czynnościowym) podejściu do porównywanych przedmiotów (szeroko 
pojętych). Wydaje się, że właśnie ono umożliwia uchwycenie typowych 
struktur myślowych, które zwłaszcza przy powstawaniu nowej problema- 
tyki odgrywają ogromną rolę. 

W świetle dotychczasowych rozważań oczywiste jest, że poszczególne 
rodzaje podobieństw porównywanych przedmiotów wyznaczają różne 
analogie w zależności od poziomu, na którym dokonywane jest to po- 
równanie. Są to analogie o różnej precyzji, a co za tym idzie, o rozmaitym 
stopniu przydatności w rozumowaniach, dla których stanowią podstawę. 


2. ANALOGIA STRUKTURY I FUNKCJONOWANIA 


Spróbujmy więc przynajmniej ogólnie scharakteryzować analogię, 
która ma być przedmiotem naszych dalszych rozważań. Zastrzeżenie co 
do ogólności podejmowanej w tym miejscu próby jest o tyle konieczne, 
że pełnej panoramy występujących rodzajów analogii oraz przeglądu 
różnych używanych znaczeń może dostarczyć dopiero bliższa analiza 
funkcji, jakie one pełnią, i to zarówno w matematyce pojętej dynamicz- 
nie jako czynność, a także statystycznie jako już rezultat określonej 
działalności naukotwórczej. Ale taka analiza jest zadaniem przekracza- 
jącym cel całej pracy. Tutaj więc zwrócimy tylko uwagę na dwa za- 
sadnicze sposoby rozumienia analogii, które stanowią punkt wyjścia dla 
dalszych i nieco subtelniejszych rozróżnień. Rozważymy te rodzaje ana- 
logii, które mogą być podstawą rozumowań oraz samo rozumowanie (na- 
zywane też analogią), które może występować w rozmaitych operacjach 
poznawczych. 

W dotychczasowych rozważaniach, które zmierzały do wyświetlenia 
miejsca analogii w stosunku do identyczności i podobieństwa rozpatrzo- 
no już kilka spraw związanych z jej określeniem. Ustalono, że na ogół 
istnieje zgodność poglądów odnośnie do uznania analogii za pewien ro- 
dzaj podobieństwa o różnym stopniu nasilania się: od co najmniej jed- 
nej cechy wspólnej do prawie całkowitej tożsamości. Trudność wyłania 
się zaś nie w związku z określeniem miary tego stanowiącego podstawę 
analogii podobieństwa, ale wtedy, gdy należy ustalić, o jakie podobień- 
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stwo chodzi, do czego ono się odnosi i pod jakim względem dokonuje się 
porównania oraz nade wszystko, co jest porównywane. W zależności 
bowiem od zajętego stanowiska wobec tych szczegółowych problemów 
różnie określa się analogię. 

Od czasu podania przez Arystotelesa definicji analogii zwykło się ją 
zgodnie traktować jako nazwę pewnej relacji. Różnice ujawniają się do- 
piero wtedy, gdy trzeba określić rodzaj tej relacji, podać charakterystykę 
jej członów oraz ustalić jej własności. Dlatego już w tym miejscu odróż- 
nić należy dwuczłonową relację analogii (x jest analogiczne do y), której 
członami mogą być dowolne przedmioty od analogii relacji, która po- 
zostając nadal relacją zostaje zdeterminowana wyraźnie przez porówny- 
wanie dowolnych relacji, które okazują się analogiczne. Niektórzy ogra- 
niczają analogię do relacji zachodzącej między pojęciami lub systemami 
pojęć (E. Mach). Inni wprawdzie mówią o analogii przedmiotów, ale ta- 
kich, które rozpatrywać można w aspekcie określonych pojęć (G. Pólya, 
W. A. Leatherdale). Pojawia się również i takie stanowisko, które pod- 
kreśla, że czymś dla analogii istotnym jest jedynie podobieństwo stosun- 
ków (relacji) 3. Każda z tych propozycji ujmuje część prawdy o relacji, 
jaką jest analogia. Są to jednak zbyt ciasne, fragmentaryczne lub zbyt 
ogólne i przez to mało operatywne propozycje. Zacieśnienie analogii do 
podobieństwa systemu pojęć ogranicza porównanie do wykrywania zwią- 
zków tylko logicznych między znaczeniami nazw, nie ujawnia więc ca- 
łego bogactwa innego typu relacji. Mówienie o podobieństwie przedmio- 
tów, które dadzą się „spojęciować”, to zawężenie analogii do jej jasnego 
i oczywistego uchwycenia przez poznający podmiot. Zaś podkreślenie 
tylko podobieństwa stosunków jest nazbyt powierzchownym potrakto- 
waniem istotnej sprawy. 

Prezentowana dyskusja jest pewną modyfikacją ciągle aktualnego dla 
nauk realnych problemu adekwatności języka do poznawanej rzeczy- 
wistości, którą badając, opisują w tym języku. Przedmiotem tych nauk 
jest empirycznie poznawany świat realny, język zaś stanowi narzędzie 
właściwego ujęcia otrzymanych rezultatów. Odróżnia się przy rozmaitych 
rozważaniach, dla lepszego ich uwyraźnienia, tzw. stylizację przedmioto- 
wą od stylizacji językowej. To przydatne teoretycznie rozróżnienie przy- 
biera często postać zbyt ostrej dychotomii: przedmioty — język, inge- 
rując niejednokrotnie w rozwiązania metodologiczne. We wspomnianej 
dyskusji jest ona również zakładana implicite i to w swej skrajnej po- 


233 Stanowiska te omawia pokrótce Dąmbska (Dwa studia s. 10-12). Pólya 
a także Leatherdale odróżniają wprawdzie analogie jasne, które po rozpoznaniu 
dają się ująć w określonych pojęciach do analogii nieokreślonych, których, jak 
obydwaj zgodnie uważają, nie należy zaniedbywać (por. C. Pólya. Mathematik 
t. 1s. 38, 55-58; Leatherdale. The Role of Analogy s. 3-4). 


184 ANNA IZABELLA BUCZEK 


staci. Nic więc dziwnego, że zrodził sie na tym tle problem, czy analogia 
(co do wystąpienia której nie ma wątpliwości) dotyczy przedmiotów czy 
języka. Proponowane rozwiązania skłaniają się ku jednej bądź drugiej 
alternatywie. Pozytywne rozstrzygnięcie kwestii adekwatności języka 
do rzeczywistości rezygnuje z ostrego podziału. Konsekwencją tego w 
naszej sprawie jest synchroniczne potraktowanie analogii przedmiotów 
i jej językowego odpowiednika — analogii pojęć. Dlatego mówi się o 
analogii, która może być co najwyżej rozpatrywana w dwóch stylizac- 
jach: przedmiotowej i językowej. Wyraża się to czasem w lapidarnym 
powiedzeniu, że nie ma w języku tego, czego nie znalazłoby się w przed- 
miotach ?4. 

W naukach formalnych jest nieco inaczej. Odpada w nich problem tak 
pojętej adekwatności. Przedmiot tych nauk jest wyznaczony przez aprio- 
ryczną konstrukcję aparatu pojęciowego. Budując język, ustalając układ 
założeń determinuje się tym samym przedmiot. Dlatego nie da się od- 
dzielić rozważań o przedmiotach od rozważań o pojęciach. (Chyba, że 
przyjmie się w tej sprawie stanowisko radykalnego (skrajnego) empiryz- 
mu, które przyznaje naukom formalnym swoisty obiekt realny, ale 
wzięty w specjalnym, bardzo ogólnym aspekcie). Wszystko, co powie 
się o pojęciach, odnosi się do przedmiotów, i na odwrót, to, co dotyczy 
przedmiotów, znajduje swój odpowiednik w pojęciach. Stąd wynika ko- 
nieczność jednoczesnego łącznego rozpatrywania analogii pojęć i analogii 
przedmiotów, przy uwzględnieniu możliwości różnych podejść i rozwią- 
zań. Skorelowanie tych rodzajów analogii stanowi niewątpliwie pewną 
teoretyczną trudność w rozważaniach metodologicznych nad naukami 
formalnymi. Z tego powodu czasem będziemy akcentować jedną bądź 
drugą analogię w zależności od kontekstu czynionych rozważań. 

Dlatego jak się zdaje, definicja proponowana przez Dąmbską zasłu- 
guje na uwagę *%. Opiera się ona na założeniu wyjściowym, że aczkolwiek 


24 Intuicjonizm — jeden z kierunków w filozofii matematyki, który zyskuje 
sobie coraz więcej zwolenników, np. twierdzi, że matematyka jest wytworem 
ludzkiego umysłu. Języka w matematyce używa się jedynie dla zakomunikowania 
myśli, tj. do przekazania i utrwalenia czyichś matematycznych idei. Stąd mate- 
matyka nie jest sprowadzalna do języka, tym bardziej nie może sama być trak- 
towana jako język. Matematyka jest aktywnością rozumu niezależną od języka 
matematyki, od dowodów formalnie poprawnych, ale nieintuicyjnych. Z tej nie- 
intuicyjności rozważań formalnej matematyki biorą się antynomie (por. J. Pe- 
rzanowski. Intuicjonizm s. 92-93; Dąmbska. Idee kantowskie s. 9-12. 

25 Zob. Dwa studia s. 13. Na gruncie tomistycznej teorii analogii pojawiły 
się pomysły wykorzystania pojęcia odpowiedniości strukturalnej. Jako jedni z pierw- 
szych wysunęli je Salamucha (O możliwości ścisłego formalizowania dziedziny po- 
jęć analogicznych) i Bocheński (Wstęp do teorii analogii; Uber die Analogie). 
Izomorficzna teoria Bocheńskiego budzi wśród metafizyków wiele zastrzeżeń, po- 
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podobieństwo stosunków jest czymś dla analogii istotnym, to jednak nie 
wyczerpuje całej treści tego pojęcia. Przypadek proporcji matematycznej 
jest wprawdzie tym, w którym kładzie się akcent na podobieństwo, 
a nawet więcej, bo identyczność rodzajową stosunków, ale przy szer- 
szym i pełniejszym rozumieniu analogii nie można i w nim abstrahować 
od podobieństwa własności samych przedmiotów będących członami 
relacji. To podobieństwo stosunków łączy się stale z pewnym podobień- 
stwem strukturalnych i relatywnych własności przedmiotów, dla których 
są one określane. Zdaje się, że ma to miejsce i wtedy, gdy porównywane 
są heterogeniczne przedmioty różnorodzajowe, pozornie bardzo odległe 
i nie mające na pierwszy rzut oka wiele wspólnego. Odniesienie podo- 
bieństwa stosunków do porównywanych przedmiotów i doszukiwanie 
się jego podstawy i uzasadnienia w podobieństwie członów rozpatrywa- 
nych relacji jest — jak się wydaje — właściwym i prawidłowym dopeł- 
nieniem sposobu określenia analogii. Dodatkowego argumentu za ko- 
niecznością takiego pogłębienia dostarcza analiza sygnalizowanego już ro- 
zumienia analogii jako relacji między systemami pojęć. Ograniczenie się 
wyłącznie do pojęć jest zbyt ostrym odcięciem się od desygnatów nazw, 
których znaczenia są porównywane. Trudno przypuszczać, że chodziłoby 
tu jedynie o pojęcia odpowiadające nazwom pustym. We wszystkich in- 
nych jednak przypadkach językową formę nadaje się czemuś, co ma 
jakiś odpowiednik, desygnat w rzeczywistości. A stąd już naturalne wy- 
daje się nieodzowne jednoczesne zbadanie — wraz z podobieństwem 
stosunków — podobieństwa w przedmiotach. 

Należy jeszcze ustosunkować się do problemu, czy analogia jest zre- 
latywizowana względem poznającego podmiotu. Mówiąc jaśniej, czy ana- 
logia jest właściwością przedmiotu i w nim tkwi niezależnie od odkrywa- 
jącego podmiotu, czy też poznający podmiot ujmuje przedmioty w aspek- 
cie ich szerszego powiązania z innymi i czasem dostrzega wyraźnie ich 
podobieństwo. Według niektórych dopiero to uwyraźnione podobieństwo 
byłoby analogią. Rozwiązanie tej kwestii uwarunkowane jest odpowied- 
nimi implikacjami filozoficznymi. 

Sprawa stosunku podmiotu do analogii i dyskutowanego w związku 
z tym problemu relatywizacji analogii, nieco inaczej jest rozwiązywana 
w odniesieniu do nauk apriorycznych. Nieobojętne i tu są pewne sta- 
nowiska filozoficzne. W myśl np. konstruktywizmu — obiekty matema- 
tyczne istnieją, o ile dają się za pomocą określonych operacji skonstruo- 
wać. Pewna odmiana tego nurtu głosi, że twory matematyczne istnieją 
wówczas, gdy otrzymujemy je jako rezultat konstrukcji myślowych dzia- 


nieważ sprowadza podobieństwo stosunków do identyczności ich elementów czy- 
sto formalnych, a nie obejmuje elementów treściowych ważnych dla realistycznej 
filozofi bytu. 


186 ANNA IZABELLA BUCZEK 


łającego podmiotu. A zatem bez podmiotu nie istnieją obiekty matema- 
tyczne, są niejako zakotwiczone w podmiocie, ale też są odpowiednikami 
wyrażeń zafiksowanych w formalnych zapisach. Mówiąc więc o analogii 
w matematyce, nie sposób abstranować od podmiotu, dzięki któremu je- 
dynie możliwe jest zaistnienie porównywanych obiektów %. Nie wcho- 
dząc w szczegóły tych dyskusji, odróżnia się — i chyba słusznie — wy- 
raźne analogie (manifest analogy) od analogii wprowadzonych (imported 
analogy). Pierwsze są tak oczywiste, że same niejako narzucają się pod- 
miotowi swą jasnością w bezpośrednim zmysłowym doświadczeniu. Dru- 
gie zaś uzależnione są od twórczego umysłu ludzkiego, który potrafi 
uchwycić abstrakcyjne relacje między nieraz bardzo różniącymi się dzie- 
dzinami i wykorzystać śmiałe skojarzenia w metodzie dokonywania na- 
ukowych odkryć. Niektórzy uważają nawet, że mimo iż w literaturze 
najczęściej spotyka się analizy i omówienia oczywistych analogii, więk- 
szą uwagę należy poświęcić tym, które na mocy pracy twórczej intelektu 
wyznaczają postęp w nauce? Doceniając wagę obu wyróżnionych od- 
mian, po przypomnieniu definicji Dąmbskiej, omówimy najpierw jasne 
analogie występujące w matematyce, a potem wspomnimy o wprowadza- 
nych hipotetycznie analogiach naprowadzających na „dobre pomysły”. 
Wracając do definicji, którą zamierzamy przytoczyć, należy podkreś- 
lić jej stosunkowo uniwersalny charakter; będąc dość ogólną obejmuje 
wiele przypadków analogii w tym także zachodzącą między parami 
przedmiotów. A ponadto stanowi dobry punkt wyjścia dla opracowania 
rozmaitych procesów i operacji poznawczych, w których korzystamy z 


26 W klasycznej filozofii np. analogia jest podstawą ujęcia związków wew- 
nątrz- i międzybytowych. Analogię wewnątrzbytową stanowi wewnętrzne złoże- 
nie bytu z elementów przyporządkowanych do siebie według kategorii aktu i moż- 
ności oraz powiązanych koniecznymi relacjami. Dlatego każdy byt daje się pojąć 
jako analogiczny, bo jest „siecią relacji” wiążących różne konstytuujące go ele- 
menty. W tym przypadku analogiczność jest właściwością bezwzględną, która 
przysługuje poszczególnym bytom niezależnie od nich. Mówi się też o analogicz- 
ności jako względnej właściwości bytów, gdy rozpatruje się podobieństwo relacji 
łączących co najmniej dwa przedmioty (szeroko pojęte). Jest to tzw. analogia 
międzybytowa. Przybiera ona różne postacie, zależnie od typu i zasięgu odnośnych 
relacji. Zasadniczo owe relacje są zapodmiotowane w bytach należących do róż- 
nych rodzajów i mają zasięg transcendentalny. Może jednak być ograniczona do 
relacji zachodzących w bytach jednorodzajowych. W zależności od rozważania 
samych bytów i relacji między nimi występujących bądź uwzględnienia także 
pojęć, w których ujmuje się określone podobieństwo relacji, mówi się o analogii 
wyłącznie międzybytowej bądź analogii pojęciowo-bytowej (por. Krąpiec. O re- 
habilitację analogii bytowej s. 110; tenże. Teoria analogii s. 166, 179 i 224. 

27 Szeroko omawia sprawę obydwu wyróżnionych odmian Leatherdale (The 
Role of Analogy s. 1-40). Niejednokrotnie daje temu wyraz także Pólya w swych 
licznych pracach poświęconych analogii w matematyce (Mathematik; Jak to roz- 
wiązać?; Odkrycie matematyczne). 
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analogii w działalności naukowej ?°%. Określa się więc analogię między 
zbiorami (w rozszerzonym znaczeniu obejmującymi zarówno zbiór w sen- 
sie dystrybutywnym, jak i kolektywnym) przedmiotów Z i Z jako rela- 
cję występującą wtedy i tylko wtedy, gdy ich struktury S i S’ są wzgle- 
dem siebie homomorficzne. Przypomnijmy, że struktury (zbiory z zada- 
nymi w nich relacjami spełniającymi odpowiednie warunki) są homo- 
morficzne, gdy odpowiednie, wyznaczające je stosunki R i R’ są homo- 
morficzne oraz gdy elementom zbioru Z przysługują, dzięki relacji R, 
własności W przyporządkowane jednoznacznie własnościom W” elemen- 
tów zbioru Z’, na skutek zachodzenia relacji R’. Symbolicznie, dla kla- 
sycznej analogii Dąmbska zapisuje to następująco ??: 
(AB; _ S(AB) ARB A(Ra)  B(Rb) 


(CD) SCD) CRD CRo DRA 


Pozostajemy więc, w myśl tej definicji, w ramach na ogół ogólnie 
stwierdzanego truizmu, że analogia to podobieństwo relacji, ale odpo- 
wiednio pogłębione. Zanim wyjaśnimy, na czym polega uwikłany w defi- 
nicji homomorfizm relacji, który uznawany jest w matematyce za rodzaj 
jasnej analogii, zwróćmy wcześniej uwagę na sugestywną zbieżność pre- 
zentowanej definicji z inną propozycją. 

Amerykański matematyk węgierskiego pochodzenia Pólya w licz- 
nych swoich pracach bada analogię oraz akcentuje konieczność zajęcia 
się nią ze względu na owocność stosowania jej w odkryciach także ma- 
tematycznych %. Określając ją, mówi prosto, że obiekty podobne zgadza- 
ją się ze sobą w pewnym stopniu, mianowicie w obiektach analogicz- 
nych zgadzają się pewne relacje zachodzące między ich odpowiednimi 
częściami. W tym sensie prostokąt jest analogonem prostopadłościanu, 
ponieważ relacje między bokami prostokątu są podobne do relacji między 
ścianami prostopadłościanu. Istotnie, wspólne są związki dla obydwu po- 
równywanych obiektów albowiem każdy bok prostokąta jest równoległy 
do jednego z boków i prostopadły do pozostałych oraz każda ściana pro- 


28 prezentowaną definicję z punktu widzenia jej przydatności do tomistycz- 
nej teorii analogii szeroko omawia i krytycznie ocenia Herbut (Kilka uwag o de- 
finicji analogii). 

w Nie tylko zapis symboliczny, ale i dołączone wyjaśnienie słowne budzą 
jednak pewne wątpliwości. Nie zostało bowiem dokładnie określone jak rozumie 
sie tu „kreskę”, która symbolizować może funkcję (ustalającą jedno-jednoznaczną 
odpowiedniość izomorfizmu) albo relację (tak, jak przy homomorfizmie). Wydaje 
się, że proponowany zapis obejmuje dwa przypadki: izomorfizm (wtedy można 
mówić o analogii symetrycznej) i homomorfizm (byłaby to analogia niesymetrycz- 
na). Podobne uwagi znaleźć można na ten temat w pracy Ławniczaka (O uzasad- 
niającej roli analogii s. 83-88). 

3 Por. Mathematik t. 1 s. 55-58; tenże. Jak to rozwiązać? s. 61-71. 
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stopadłościanu jest równoległa do jednej ze ścian i prostopadła do pozo- 
stałych ścian. Wystarczy zastąpić wyraz „bok” i „ściana” jakimś jednym 
terminem (np. „element ograniczający”), aby obydwa stwierdzenia dały 
się połączyć w jedno, odnoszące się w równym stopniu do obu porówny- 
wanych figur. Analogia w tym przypadku polega na wspólnocie związ- 
ków występujących w każdym z układów. 

Innym przypadkiem, w którym pojęcie analogii osiąga jasność pojęć 
logicznych, jest podobieństwo relacji, które w ramach dwóch analogicz- 
nych systemów podlegają tym samym prawom. W tym sensie dodawanie 
liczb jest analogiczne do mnożenia. Obydwa działania są komutatywne 
i asocjatywne: 

a+b=b+a ab=ba 
(a+b)-+c=a+(b+c) (ab)c=a(bc) 
oraz dopuszczają odwrotne działania. Rówania a-+x=b, ax=b są podo- 
bne, gdy mają tylko i wyłącznie jedno rozwiązanie, a to ich podobieństwo 
wyznacza analogię między odejmowaniem i dzieleniem. Rozwiązania tych 
równań, przy założeniu, że a-<0 w drugim równaniu, dają się wyrazić 
następująco: 1=b—a,x = dż, Wtedy też liczby 0 i 1 są do siebie analo- 
a 
giczne jako elementy neutralne odpowiednich działań, bowiem a-+0=a 


i a'l=a. Zauważa się nadto, że wspomniane prawa są takie same dla 
różnych klas liczb wymiernych, rzeczywistych, zespolonych. Ogólnie mó- 
wi się, że systemy przedmiotów, które podlegają tym samym prawom 
podstawowym (albo aksjomatom) mogą być rozpatrywane jako analogi- 
czne. Przypadek takiej analogii opisuje się następująco: dwa układy 
obiektów matematycznych S i S’, są ze sobą związane w ten sposób, że 
relacje między obiektami układu S podlegają tym samym prawom, co 
relacje między obiektami układu S’. Jest to przykład analogii, który w 
języku matematyki jest też nazywany dwoistością lub dualnością. Naj- 
lepiej ilustruje go algebra Boole'a, która bazuje na własności dualnej 
działań między różnymi obiektami, w zależności od interpretacji w kon- 
kretnej dziedzinie 31. 


31 Zaznaczmy, że ogólnie algebrę Boole'a określa się jako system bądź jego 
przedmiotowy odpowiednik, czyli model takiego systemu. System algebry Boole'a 
może być oparty na różnych układach terminów pierwotnych i aksjomatów. Na 
ogół terminami pierwotnymi są symbole: +, +, , =, ©, 1, B. Oznaczają one (np. 
w interpretacji nadanej im w teorii zbiorów) dodawanie zbiorów, mnożenie zbio- 
rów, dopełnienie zbioru, równość służącą do zapisywania aksjomatów, zbiór pusty, 
zbiór uniwersalny i rodzinę wszystkich podzbiorów ustalonego niepustego zbioru. 
O zmiennych zakładamy, iż reprezntują zbiory rodziny B, a także, że suma, ilo- 
czyn i dopełnienie elementów zbioru B należą do B. Aksjomaty tego systemu 
charakteryzują się właśnie dwoistością; dla każdego ze wzorów zapisanych np. 
za pomocą znaku +, istnieje dwoisty z nim wzór zapisany za pomocą znaku *, po- 


ŚŚ dama M. PO z 
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Dodawanie liczb rzeczywistych jest analogiczne do mnożenia liczb 
dodatnich jeszcze w innym sensie. Rozpatrzmy i ten rodzaj analogii ze 
względu na jego precyzję i funkcję, jaką odgrywa nie tylko w matematy- 
ce. Dla każdej liczby rzeczywistej r istnieje liczba dodatnia p taka, że 
r jest logarytmem p (r=log p). Na podstawie tej relacji każdej liczbie 
dodatniej odpowiada jednoznacznie określona liczba rzeczywista i na 
odwrót. W tej wzajemnej korespondencji dodawaniu liczb mecz 
odpowiada mnożenie liczb dodatnich. Jeżeli mamy r=log p, r '=log p, 
r” =log p to wiadomo, że uwarunkowane są one innymi równościami 
r+r =r", pp =p". Formuły te wyrażają to samo w różnych językach. 
Nazwijmy liczbę p oryginałem, (liczbą pierwotnie daną), a r (logarytm 
liczby p) przekształceniem liczby p. Wtedy dodawanie okazuje się prze- 
kształceniem mnożenia, odejmowanie przekształceniem dzielenia, liczba 
0 przekształceniem 1, a prawa określone dla dodawania liczb rzeczywis- 
tych (przemienność i łączność) są przekształceniem odpowiednich praw 
dla mnożenia dodatnich liczb. Przekształcenie jest naturalnie różne od 
oryginału, ale posiada własność, która pozwala z prawomocności każdej 
relacji zachodzącej między elementami pierwotnymi wyprowadzać oczy- 
wisty wniosek o ważności odpowiedniej relacji występującej między od- 
powiednimi elementami przekształconymi i na odwrót. Takie przekształ- 
cenie (tzn. jedno-jednoznaczna korespondencja między obiektami dwóch 
układów zachowująca pewne relacje w ten sposób, że gdy zachodzą one 
między obiektami jednego układu, to te same zachodzą także między od- 
powiadającymi im obiektami drugiego układu) nosi nazwę izomorfizmu 3. 

Przytoczony przykład dobrze ilustruje ten niezmiernie ważny rodzaj 
analogii formalnej czy — jak niektórzy mówią — analogii struktury. Po- 
damy ścisłą definicję izomorfizmu relacji, ponieważ ma on zastosowanie 
w wielu różnych dziedzinach. Dwie relacje są izomorficzne wtedy i tylko 
wtedy, gdy istnieje relacja wzajemnie jednoznaczna T, która tak przypo- 
rządkowuje pole C(R) jednej relacji polu C(S) drugiej relacji, że jedna 


dobnie dla każdego, w którym występuje termin © istnieje dwoisty wzór z ter- 
minem 1. Jednym z takich układów jest układ oparty na aksjomatach: 


A+Q=A A:1=A 
A+A=1 A-:A=6 
A+B=B+A A:B=B'A 
(A+B):C=(A+B)-(A+C) A-(B+0)=A-B+A-C 


32 TIzomorfizm jest pojęciem względnym: dwa układy mogą być izomorficzne 
względem pewnej operacji lub relacji i nieizomorficzne względem innych. Alge- 
bra jest działem matematyki, w którym pojęcie izomorfizmu odgrywa podstawową 
rolę i gdzie często ignoruje się różnice między układami izomorficznymi, uwa- 
żając je za identyczne. Po prostu bierze się pod uwagę tylko te własności, ze wzglę- 
du na które ustala się izomorfizm. 
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zachodzi między dowolnymi przedmiotami (x, y) wtedy i tylko wtedy, 
gdy druga zachodzi między ich odpowiednikami (T'x, T'y) (wyznaczony- 
mi przez relację T). Symbolicznie zapisuje się to następująco: 


RizmS= V [DT = C(R) a Q(T)=CISIAA (TxRTy = xSy)]. 
Xıy 


Terl 


Mówi się też, że relacja T odwzorowuje izomorficznie relację S na rela- 
cji R, albo że relacja T ustala izomorfizm relacji R z relacją S, a relacje 
izomorficzne nazywa się relacjami podobnymi. Zauważmy, że może to 
być podobieństwo relacji występujących między heterogenicznymi przed- 
miotami, np. relacje między punktami w terenie są odwzorowywane na 
relacje między punktami na mapie. Czasami mówi się. że izomorfizm jest 
ścisłym ujęciem intuicyjnego pojęcia podobieństwa. Izomorfizm relacji 
jest relacją równoważnościową (tzn. relacją zwrotną, symetryczną i prze- 
chodnią). Jeśli dwie relacje są izomorficzne ze sobą, to posiadają te same 
własności formalne. Z izomorfizmu relacji korzystamy posługując się 
mapami. planami, diagramami, wykresami, fotografiami, kopiami. Często 
mamy do czynienia, jak np. w przypadku mapy terenu, z całym szere- 
giem izomorfizmów odpowiednich relacji zachodzących między układami 
odwzorowywanymi 33 

Od izomorfizmu relacji odróżnia się homomorfizm relacji. Pólya mowi. 
że homomorfizm jest rodzajem systematycznie skróconego przeksztalce- 
nia. Oryginał jest nie tylko przełożony na inny język, ale jest także 
skróconym, częściowo zredukowanym, tak, że to, co ostatecznie wynika 
z przekształcenia, przedstawia równomierną i systematyczną konden- 
sację pierwotnej treści. Przy takim przekształceniu mogą ulec zagubie- 
niu pewne finezje i to jest niebezpieczeństwo homomorfizmu. ale wszyst- 
ko, co było w oryginale, będzie również reprezentowane w przeksztal- 
ceniu; relacje zachodzące w układzie wyjściowym pozostają także i w 
układzie mu przyporządkowanym. Dlatego tak się dzieje, że relacja od- 
wzorowująca homomorficznie relację S na relację R jest relacją jedno- 
znaczną, ale nie musi być wzajemnie jednoznaczną (jak w przypadku 
izomorfizmu). Jako przykład homomorficznego przyporządkowania może 
służyć logika zdań, w której zdaniom prawdziwym przyporządkowana 
jest wartość logiczna prawdy, a wszystkim wyrażeniom fałszywym war- 


33 Czasami mówi się, że relacja T ustala izomorfizm zbiorów C (R) i C (S), 
będących polami odpowiednich relacji, ze względu na relacje R i S. Widoczne 
jest, że jeśli relacja T ustala izomorfizm relacji (czy zbiorów), to jednocześnie 
ustala równoliczność pól tych relacji (tych zbiorów) (por. np: Słupecki, Bor- 
kowski. Elementy logiki matematycznej i teorii mnogości s. 193-198; Borkow- 
ski. Logika formalna, s. 210-214; Mostowski. Logika matematyczna s. 194- 
-203; Grzegorczyk. Zarys logiki matematycznej, s. 56-61). 
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tość logiczna fałszu, ale w ten sposób, że dwom zdaniom prawdziwym 
odpowiada ta sama wartość logiczna. Nie jest to więc odwzorowanie 
wzajemnie jednoznaczne, a relacje w nich zachodzące nie są izomorficz- 
ne 5. 

Omówiliśmy w ten sposób pierwszą i najistotniejszą grupę analogii 
wyraźnych, które można nazwać analogią struktury. Wszystkie należące 
do niej rodzaje, które zostały wymienione, wykazywały podobieństwo 
relacji określonych w pewnych układach (zbiorach obiektów) %. Nie za- 
wsze jednak to podobieństwo jest na tyle wyraźne, aby w sposób jedno- 
znaczny naprowadzało na ten typ analogii. Zdarza się też inna sytuacja. 
Najpierw stwierdzone zostaje bardziej zauważalne podobieństwo funkcjo- 
nalne pewnych przedmiotów. Spostrzeżenie to nasuwa myśl o koniecz- 
ności sprawdzenia, czy między tymi przedmiotami nie występuje także 
jakieś podobieństwo strukturalne. Przypuszcza się bowiem, że właśnie 
ono, nawet wtórnie odkryte, stanowiłoby odpowiednią podstawę i do- 
starczałoby pewnego usprawiedliwienia dla bardziej rzucającego się w 
oczy podobieństwa funkcjonalnego przedmiotów w dziedzinie (czy odpo- 
wiednio pojęć w teorii). Powiązanie wzajemne analogii struktury i opar- 
tej na podobieństwie funkcjonalnym analogii funkcjonowania, a nawet 
swego rodzaju zależność, czy może lepiej, podporządkowanie (słabszej) 
analogii funkcjonowania i tym samym przyznanie wyższości (istotniej- 
szej) analogii struktury, wydaje się oczywiste i na ogół nie budzi za- 
strzeżeń. Przejawia się to między innymi także i w tym, że ze stwier- 
dzenia analogii struktury wyprowadza się wniosek o występowaniu ana- 
logii funkcjonowania między tymi analogicznymi strukturalnie przed- 
miotami. 

Bardziej interesujące wydaje się jednak takie podobieństwo funkcjo- 
nalne przedmiotów, które nie jest wynikiem i prostą konsekwencją po- 
dobieństwa struktur. Nasuwa się bowiem zrozumiała wątpliwość, czy 
należy (i czy można) z analogii funkcjonowania wyprowadzić z koniecz- 
nością wnioski o występowaniu też analogii struktury między podobnie 
funkcjonującymi przedmiotami. A może dałoby się pokazać przykład ta- 


34 Pólya mówi o homomorfizmie jako szczególnym przypadku izmorfizmu. 
Na ogół jednak postępuje się inaczej, traktując izomorfizm jako szczególny przy- 
padek homomorfizmu (por. np.: Ajdukiewicz. Logika pragmatyczna s. 249- 
-253). 

35 Analogia, jeśli ma dziedziczyć własności formalne relacji poobieństwa, 
powinna być zwrotna i symetryczna, lecz niekoniecznie przechodnia. Wykazaliśmy, 
że jest relacją równoważnością wtedy, gdy będąc analogią struktury ustala izo- 
morfizm relacji (dwóch lub więcej). W innych sytuacjach nie musi charaktery- 
zować się przechodnością (por. np. Bunge. Analogy, Simulation, Representation 
s. 18 n:). 
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kiej analogii funkcjonalnej, która nie tylko byłaby łatwiej zauważalna 
niż analogia struktury, ale też nie pozwalałaby na zbyt uproszczone 
wnioskowanie o występowaniu domniemanej analogii struktury między 
porównywanymi przedmiotami. 

Tak chyba właśnie jest, gdy zestawimy element neutralny mnożenia 
z elementem neutralnym dodawania. Powiedziane było już wcześniej, że 
są one analogiczne na mocy ogólniejszej analogii, która została stwier- 
dzona między dodawaniem i mnożeniem liczb. Czy jednak tylko na tej 
podstawie można je uznać za analogiczne? Czy nie są liczby 0 i 1 ana- 
logiczne dlatego, że pełnią podobną rolę odpowiednio w dodawaniu i mno- 
żeniu? Czy ta ich podobna funkcja nie stanowi dostatecznej podstawy 
dla stwierdzenia występującej między nimi analogii funkcjonalnej? Te 
same pytania, jak się wydaje, można postawić odnośnie do wektora 
zerowego, macierzy zerowej, liczby zero, zbioru pustego. Analogia, którą 
nietrudno między nimi zauważyć, oparta jest przede wszystkim i w 
pierwszym rzędzie na ich podobieństwie funkcjonalnym. Wystarczy prze- 
śledzić fungowanie odpowiadających im pojęć w teoriach, w których zo- 
stały wprowadzone. Szczególnie wyrażnie zaznacza się to ich funkcjo- 
nalne podobieństwo w rozmaitych operacjach, które wykonywane są 
z ich udziałem. 

Należy w tym miejscu zwrócić uwagę na jeszcze jeden aspekt oma- 
wianego typu analogii. Egzemplifikacji dostarcza pojęcie punktu stałego 
i związane z nim twierdzenia. Pełnią one niezwykle użyteczną rolę w 
wielu dziedzinach matematyki. Stanowią też nierzadko swoistą metodę 
uzasadniania twierdzeń w różnych działach matematyki. Wprowadzone 
w analizie funkcjonalnej pojęcie punktu stałego można np. wykorzystać 
też w teorii równań różniczkowych. Nasuwa się pytanie, czy możliwość 
zastosowania tego samego aparatu pojęciowego w różnych teoriach nie 
świadczy o podobieństwie tych teorii i odpowiadających im dziedzin? 
Czy to podobieństwo nie zostaje ujawnione poprzez dobre funkcjonowa- 
nie pojęć (twierdzeń) jednej teorii w drugiej? Czy wreszcie wykorzysta- 
nie osiągnięć jednej teorii nie ułatwia tej drugiej rozwiązania proble- 
mów? A może to pojęcie (wraz z odpowiednimi twierdzeniami) dostarcza 
modelu heurystycznego lub ilustracyjnego, dzięki którym jest w ogóle 
możliwe znalezienie rozwiązania? 


Wszystko to zdaje się wskazywać na konieczność wyodrębnienia ta- 
kiego podobieństwa (funkcjonalnego) teorii (a także i dziedzin przedmio- 
towych), które stanowi podstawę uprawomacniającą i umożliwiającą za- 
stosowanie w nich tego samego aparatu pojęciowego, a także wspólnych 
metod i technik dowodzenia twierdzeń. Ale jednocześnie należy pod- 
kreślić, że zostaje ono często odkryte i ujawnione dopiero dzięki tym 


ROLA ANALOGII W FORMUŁOWANIU ZAGADNIEŃ MATEMATYCZNYCH 193 


zastosowaniom %. Można by zaryzykować przypuszczenie, że jest to po- 
dobieństwo niejako uwarunkowane możliwością zastosowania w rozpa- 
trywanych dziedzinach (teoriach) tego samego języka i ze względu na 
to zastosowanie wtórnie wykrywane. 

Nadmienić jeszcze należy, iż ten sam aparat pojęciowy jakiejś teorii 
matematycznej może znaleźć zastosowanie w różnych dziedzinach i to 
zarówno matematycznych, jak i pozamatematycznych, a w szczególności 
w fizyce. Klasycznym już tego przykładem jest zastosowanie aparatu 
równań różniczkowych do różnych obiektów rzeczywistości albo wyraża- 
nie w języku teorii mnogości czy teorii grup licznych związków wew- 
nątrz samej matematyki, albo stosowanie metod algebry do dowodzenia 
twierdzeń w wielu dziedzinach. To spostrzeżenie sugeruje przypuszcze- 
nie, iż analogiczne są, na zasadzie podobieństwa funkcjonalnego, po- 
szczególne dziedziny z tą, która znajduje w nich jakieś zastosowanie. Ale 
wydaje się, że analogiczne są, i to na podstawie podobieństwa struktu- 
ralnego, także i te dziedziny między sobą, w których znajduje (lub może 
znaleźć) zastosowanie ten sam aparat pojęciowy jakiejś innej teorii. 

Z tym, co dotychczas zostało powiedziane, wiąże się jeszcze jedno 
pytanie, czy nie dałoby się wprowadzić, na wzór izomorfizmu, terminu 
„izofunkcjonalizm”, rozumianego jako ścisłe podobieństwo funkcjonowa- 
nia przedmiotów (lub pojęć). Intuicyjność tego terminu nasuwa wątpli- 
wości i przypuszczenie, że trudno byłoby go scharakteryzować tak do- 
kładnie i ściśle jak pojęcie izomorfizmu. A może izofunkcjonalizm mu- 
siałby być uwarunkowany izomorfizmem struktur? Czy wtedy nie mie- 
ściłby się już w pojęciu izomorfizmu? Wydaje się, że termin ten może 
być używany na określenie podobieństwa funkcjonowania układów izo- 
morficznych bez zastrzeżeń, w pozostałych przypadkach byłoby trudno 
ustalić stopień tego podobieństwa, wobec tego chyba nadal pozostanie 
terminem raczej intuicyjnym. 

Do tej grupy analogii, wydaje się, że można też zaliczyć często wy- 
stępujące w matematyce uogólnianie i komplementarne do niego uszcze- 
gółowianie. Uogólniamy, gdy przechodzimy od jakiegoś jednego przedmio- 
tu do całej klasy, która ten przedmiot dany zawiera lub gdy zamiast 


36 Bielajew wprowadza pewną nową terminologię, nazywając możliwość za- 
stosowania tego samego aparatu matematycznego jakiejś teorii do dziedzin ma- 
tematycznych — analogią zastosowania wewnętrzną, a do dziedzin pozamatema- 
tycznych — analogią zastosowania zewnętrzną. Bliżej jednak nie wyjaśnia ani 
nie precyzuje swego stanowiska w tej sprawie. Trudno też z kontekstu dowie- 
dzieć się, jak pojmuje tę analogię. W wyniku poczynionych tu rozróżnień, nie 
wydaje się, aby można było taką terminologię utrzymać. Co najwyżej można by- 
łoby mówić o analogii, która jest podstawą takich samych zastosowań, ale ze 
względu na niejednoznaczny charakter takiego opisu analogii omawianej lepiej 
chyba nie wprowadzać takiej niedokładnej terminologii (Rol anałogii s. 61-65). 
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rozpatrzyć dany zbiór przedmiotów, rozpatruje się obszerniejszy od nie- 
go, albo gdy rezygnujemy z pewnego ograniczenia zawężającego klasę 
przedmiotów, albo po prostu uzmienniamy jakąś występującą stałą. W 
konkretyzacji postępujemy odwrotnie. Przechodzimy od rozważenia da- 
nego zbioru przedmiotów do rozpatrzenia mniejszego, który zawarty jest 
w tym danym, zmienną zamieniamy na określoną stałą; zamiast rozpa- 
trywać całą klasę badamy przedmiot w niej zawarty itp. Są to czynności 
występujące często razem przy rozwiązywaniu zadań matematycznych. 
Gdy np. znajdujemy najpierw rozwiązanie zadania prostszego, analogicz- 
nego, a potem, posługując się tym rozwiązaniem jak modelem, szukamy 
rozwiązania zadania trudniejszego, będącego uogólnieniem pierwotnego 
(szczegółowego) zadania 37. 

Wymienione tu rodzaje analogii mają wiele wspólnego z tym wyróż- 
nianym na innej zasadzie jej typem, który bywa nazywany czasem 
analogią heurystyczną. Nazwę tę przybiera analogia od najbardziej ty- 
powej funkcji, jaką spełnia. Pozwala ona na użycie systemu, o którym 
mamy dość dobrą wiedzę (można go nazwać modelem) dla zasugerowa- 
nia pewnych własności analogicznemu systemowi, który pragniemy zba- 
dać (nazywa się go czasem explicandum). Jest to najczęściej stosowany 
typ analogii w metodzie odkrywania nowych prawd. Nie doszukuje się 
formalnych analogii między systemami, lecz raczej, albo ponadto, pew- 
nego prostego podobieństwa między korespondującymi własnościami tych 
systemów, które mogą być znane zanim formalna analogia będzie wy- 
rażona w ścisłym języku. Heurystyczna analogia stanowi zbiór parzy- 
stych (komplementarnych) lub podobnych własności, a niepodobieństwo 
relacji formalnych, które konstytuują analogię formalną 5. W wielu 
przypadkach oczywiście obydwa rodzaje analogii występują razem, wtedy 
śmiałość heurystycznej analogii w wysuwaniu przypuszczeń jest bar- 
dziej usprawiedliwiona niż wtedy, gdy na podstawie nieuprawnionego 
utożsamienia modelu z badanym systemem przewiduje się dalsze włas- 
ności systemu 3. 


31 G. Pólya umieszcza analogię między uogólnianiem a specjalizacją, uważa 
bowiem, że są to czyności, dzięki którym znaleziono wiele wyników w mate- 
matyce (por. Jak to rozwiązać? s. 219-227, 248-251; Mathematik t. 1 s. 33, 38, 79. 

388 Według Nowaka dają się wyróżnić dwa typy analogii: formalna i mery- 
toryczna. Obydwie są określone jako relacje zachodzące między twierdzeniami 
uniwersalnymi. Już samo twierdzenie uniwersalne zapisane w języku symbolicz- 
nym budzi szereg zastrzeżeń z punktu widzenia języka logiki. Dyskusyjne też 
są interesujące nas ustalenia odnośnie do wyróżnionych typów analogii, ponieważ 
oparte są na powierzchownych analizach formalnych (Zasady s. 100-104). 

38 Hesse ujmuje sposoby stosowania analogii w trzy grupy: (1) analogia 
formalna, odpowiadająca matematycznemu izomorfizmowi, (2) analogia heury- 
styczna — przy której zachodzące podobieństwo między wyjaśnianym obiektem 
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Problem usprawiedliwienia stosowania analogii jako metody rozwoju 
wiedzy jest trudny i skomplikowany. Jednak coraz częściej pojawiają się 
wypowiedzi na temat potrzeby i konieczności podejmowania badań nad 
czynnościami analogicznymi (analogical act), które w działalności nauko- 
twórczej odgrywają tak wielką rolę *. Wiąże się to z innym wyodrębnio- 
nym typem analogii, mianowicie analogią genezy, dlatego sygnalizujemy 
tę sprawę. Jest to typ analogii najbardziej związany z psychologiczną 
stroną rozumowania przez analogię, które uważa się za cechę charakte- 
rystyczną myślenia ludzkiego. Nas jednak nie tyle interesują czynności 
psychiczne związane z wykorzystywaniem analogii, ile raczej te czyn- 
ności, które jeszcze nie będąc rozumowaniem, mogą służyć za podstawę 
dla odpowiedniego rozumowania, podobnie jak analogie oczywiste. Wszy- 
stkie zaś, wraz z dostrzeżoną bądź wprowadzoną niejasną analogią, skła- 
dają się na metodę analogii, która odgrywa wielką rolę w badaniach 
naukowych, także matematycznych. Wśród tych czynności wymienia się 
na ogół te, które służą bezpośrednio za punkt wyjścia rozumowań na 
podstawie analogii. Aby móc rozumować, należy przede wszystkim do- 
strzec analogię, stwierdzić ją bądź przyjąć hipotetycznie, niemal na pró- 
bę, albo też stworzyć ją pośrednio przez skonstruowanie na wzór pewnej 
analogicznej struktury. W celu spostrzeżenia jakiegoś podobieństwa zwy- 
kle porównuje się pewne układy bądź buduje upraszczające modele, aby 
potem przenosić podobne własności z jednego systemu na drugi. Przy 
rozwiązywaniu zadań zwraca się uwagę na przypomnienie rozwiązania 
prostszego, analogicznego zadania, które mogłoby posłużyć za wzór po- 
szukiwanej metody rozwiązania. Także spostrzeżenie, percepcja, sugestia, 
skojarzenie, zwrócenie uwagi na jakieś, czasem mało uchwytne podobień- 
stwo, nazywa się analogiczną operacją. Jest prawdą, że czynność analo- 
giczna, jeśli jest oświecającym spostrzeżeniem podobieństwa, jest często 
natychmiastowa i momentalna. Rozważana jednak w całej pełni ujawnia 


a modelem służy do tego, aby zaproponwać pewną wyjaśniającą teorię (często zda- 
rza się, że obydwa rodzaje analogii występują razem), (3) analogia indukcyjna, 
gdzie model tak dalece identyfikuje się z systemem, iż pozwala przewidująco wy- 
powiadać się odnośnie do badanego obiektu. Trudność usprawiedliwienia tego rodza- 
ju analogii powoduje, że istnienie jej jako różnej od heurystycznej jest często za- 
negowane (por. Analogy and Confirmation Theory s. 284-287). 

4 Bielajew np. przyjmuje następujące określenie: analogia w logice nauko- 
wego poznania występuje jako proces ciągłego (odbicia) przekształcania układu po- 
dobnych własności jednego obiektu na odpowiedni system podobnych własności 
innego obiektu. Konkretna forma tego procesu zależy od warunków towarzyszących 
jego realizacji. Analogia tak pojęta nie tylko ustanawia wspólnotę między obiek- 
tami badania i pozwala zrealizować przeniesienie informacji, ale i zrealizować 
włączenie badanego obiektu do klasy już badanych podobnych obiektów (K wopro- 
su s. 29). 
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swój związek z całym kompleksem poprzedzających ją zachowań, po- 
znania różnych założeń, implikacji i skojarzeń. I jakkolwiek wielkie od- 
krycia naukowe cechują się nierzadko nagłością, natychmiastowością 
oraz intuicyjnością, to jednak często podkreśla się, że przewodnikiem 
i wskaźnikiem naprowadzającym na inwencję matematyczną jest ana- 
logia 41. 

Terminu „analogia”, jak to już wcześniej zaznaczyliśmy, używa się 
także na oznaczenie samego rozumowania, w którym jedną przesłanką 
jest zdanie stwierdzające występowanie analogii między jakimiś syste- 
mami. Przy czym może to być analogia dostrzeżona i oceniona co do 
swej istotności albo może też być skonstruowana na podstawie twórczych 
skojarzeń. Zalicza się je na ogół do zawodnych rozumowań ze względu 
na prawdopodobieństwowy charakter wniosku, który się wtedy otrzy- 
muje. Zaś ze względu na strukturę nie znajduje się dla niego miejsca ani 
przy podziale rozumowań na dedukcyjne i redukcyjne, ani przy innych 
klasyfikacjach **. Wnikliwą analizę tego typu rozumowań przeprowadza 


41 Może najwyraźniej wyróżnia czynności analogiczne od różnie pojętych ana- 
logii wspomniany już kilkakrotnie Leatherdale (The Role of Analogy s. 14-32). 
Analizuje on wnikliwie rolę, jaką one pełnią w odkryciach naukowych, przyta- 
czając liczne wypowiedzi teoretyków analogii, jak i uczonych, którzy w swej prak- 
tyce uprawiania nauki faktycznie stosowali analogię, a nierzadko czynili także 
pewną refleksję nad metodami inwencji naukowej. Wielu z nich kojarzy analogię 
z uzdolnieniami naukowymi i z odkryciami naukowymi, np. mówi się o „zwra- 
cających uwagę analogiach” (H. B. Acton), o „dostrzeżonych czy uświadomionych 
analogiach” (H. Davy), o sugestii przez analogię (G. K. Gilbert), o analogii jako 
„niepozbywalnym instrumencie” (R. Oppenheimer). Inni wymieniają „podobień- 
stwa” i „podobne skojarzenia” — terminy, które sugerują analogię. Na twórczą 
rolę analogii w odkryciach naukowych zwracają uwagę: R. Hooke, J. Kepler, E. 
Mach, J. C. Maxwell, H. Poincaré i inni. Szczególną doniosłość intuicji podkreśla 
H. Poincarć. Niedwuznacznie o tym mówi stwierdzając, że „logika, która jedynie 
może dać pewność, jest narzędziem dowodzenia, intuicja zaś jest narzędziem in- 
wencji” (Wartość nauki s. 18). A na innym miejscu, dyskutując o tym, co spełnia 
naprowadzającą rolę w matematycznej inwencji, mówi: „tym przewodnikiem 
i wskaźnikiem jest analogia” (tamże s. 19). 

4 Pierwszej bodaj klasyfikacji rozumowań przez analogię na naszym terenie 
dokonał W. Biegański. Rozumowanie przez analogię jest według niego odrębnym 
od dedukcji i indukcji (inaczej niż twierdzi np. W. S. Jevons) rozumowaniem, które 
opiera się na analogii jako podobieństwie stosunków zachodzących między cecha- 
mi (a nie na podobieństwie samych cech). Wyróżnił cztery odmiany rozumowań. 
Bliżej zob. np. Danilewski. W. Biegańskiego koncepcja rozumowania przez 
analogię s. 100-104; Biegański. Wnioskowanie z analogii; tenże. Czwarta po- 
stać wnioskowania z analogii; tenże. Teoria logiki. 

Innego zdania był np. J. St. Mill, który uważał, że wnioskowanie przez analo- 
gię ma naturę indukcyjną, chociaż nie jest indukcją. Jedną z przesłanek musi 
być podobieństwo rozważanych przedmiotów (zob. Mill. System logiki deduk- 
cyjnej i indukcyjnej s. 288; Danilewski. Rozumowanie przez analogię w uję- 
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Dąmbska. Solidaryzując się w pełni z poczynionymi tam uwagami, przy- 
pomnijmy niektóre ważniejsze wnioski. Rozumowanie przez analogię 
charakteryzuje się przede wszystkim formą przesłanki, która stwierdza, 
w myśl przyjętej wcześniej definicji, podobieństwo strukturalne pew- 
nych zbiorów lub systemów. O charakterze logicznym samego rozumo- 


wania decyduje zaś sposób, w jaki ta przesłanka zostaje użyta. Bowiem 


nie zawsze jest ono rozumowaniem zawodnym 43, 


Należy to stwierdzić wbrew tradycji, która zwracając uwagę jedynie 
na inferencyjność wniosku, odmawiała rozumowaniom przez analogię 
wartości uzasadniającej. Potocznie mówi się, że większe prawdopodobień- 
stwo wniosku zależy od tego, czy analogia jest istotna i głęboka, czy po- 
wierzchowna i przypadkowa. Wszystkie typy omawianej analogii struk- 
tury (analogii formalnej) są przykładami istotnej analogii, podobne rela- 
cje spełniają warunki czyniące zadość tej samej zasadzie i tym samym 
prawom. Zapewnia to zasadnicze twierdzenie odnośnie do izomorfizmu, 
które głosi, że jeśli dziedziny są izomorficzne, to jakaś własność przy- 
sługująca jednej z nich przysługuje również i drugiej. Jeśli np. relacja 
S porządkuje zbiór Z, to odpowiadająca jej relacja S” porządkuje zbiór 
Z, jeśli relacja S jest równoważnością, to i S” jest równoważnością. Po- 
dobnie, gdy stwierdziliśmy jedno-jednoznaczną odpowiedniość między 
dodawaniem liczb rzeczywistych a mnożeniem liczb dodatnich, to na 
podstawie tej relacji i twierdzenia o izomorfizmie mogliśmy wnosić 
o przyporządkowaniu odejmowania liczb rzeczywistych dzieleniu liczb 
dodatnich. Wniosek w takim przypadku wynika logicznie z przesłanek 
i rozumowanie jest niezawodne. Gdy jednak dwa systemy analogiczne nie 
są izomorficzne albo gdy w przypadku systemów izomorficznych wnios- 
kujemy przez analogię o własnościach jednego z nich nie uwarunkowa- 
nych wyłącznie tym izomorfizmem, wówczas istotnie, wniosek nie wy- 
nika logicznie z przesłanek, a stopień jego prawdopodobieństwa jest za- 
leżny od stopnia podobieństwa systemów lub związku orzekanej włas- 
ności z izomorfizmem. Istotną w tym jest sprawa interpretacji podobień- 
stwa układów. Czasem bowiem przypadkową zbieżność struktur (dzie- 
dzin) uznajemy za izomorfizm lub zależność od tego samego prawa ff, 


ciu J. St. Milla s. 98-100; Krąpiec. Teoria analogii s. 335 n.; Ajdukiewicz. 
Zarys logiki s. 172 n.; Czeżowski.Filozofia na rozdrożu s. 82-96; Majdań- 
ski. Problemy s. 168). 

48 Dąmbska. O metodzie analogii s. 35-44; taż. Kilka uwag o rozumowa- 
niach na podstawie analogii s. 31-38; Ajdukiewicz. Klasyfikacja rozumowań 
s. 278-299; Pólya. Mathematik t. 2 s. 9-81. 

« Por. Ajdukiewicz. Zagadnienie racjonalności zawodnych sposobów wnio- 
skowania s. 14-29; Anderson. Conculsive Analogical Argument s. 44-45. W polu 
zainteresowań pozostaje ciągle problem wartości rozumowań przez analogię. Przyta- 
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Trudność zwiększa się, gdy mamy do czynienia z analogią skonstruowaną 
bądź wprowadzoną z innej dziedziny, bez uprzedniego stwierdzenia izo- 
morfizmu między nimi. Należy się wtedy liczyć ze złudnością analogii. 
Ale też znane są w historii nauki przypadki genialnych odkryć poprze- 
dzonych hipotetycznymi założeniami opartymi na skojarzeniach trud- 
nych do usprawiedliwienia. Odkrycia w ten sposób dokonane oczekują 
na weryfikację w naukach przyrodniczych lub dowód w naukach for- 
malnych #. 

Rozważenie roli, jaką oczywiste (jasne) i wprowadzone (skonstruo- 
wane) analogie oraz rozumowanie przeprowadzone na podstawie jednych 


cza się przykłady niezawodnych wnioskowań przeprowadzonych w oparciu o analo- 
gię (R. Anderson), analizuje się własności analogii, stanowiącej podstawę takich ro- 
zumowań, ustala się warunki konieczne dla zapewnienia tej niezawodności. Dość 
zgodnie stwierdza się jednak, że analogia jest pewnym etapem, pierwszym kro- 
kiem zmierzającym do klasyfikacji, uogólnienia, ale świadomość ograniczonoś- 
ci, której podlega, powoduje, iż staje się raczej źródłem pytań prowokujących 
niż odpowiedzi (Bunge. Anology, Simulation, Representation). 

45 Szaniawski np. uważa, że „odkrywcze procesy myślowe z trudnością pod- 
dają się opisowi — a to z tego chociażby powodu, że w przeważającej liczbie 
wypadków sam badacz nie potrafi sobie dokładnie uświadomić, w jaki sposób 
uzyskał cenną dla nauki hipotezę. Zagadnienie, jakie myśli poprzedzały powstanie 
hipotezy lub teorii w psychice jej twórcy, ma charakter psychologiczny i jeśli 
w ogóle może być rozstrzygnięte, to tylko w drodze normalnych empirycznych 
badań, a nie namysłu przy biurku. Nie sądzę zresztą, aby można było oczekiwać 
jakichś większych sukcesów w tej dziedzinie. Wiadomo wprawdzie, że heurystyka 
ma do zaoferowania pewne „sposoby” uzyskiwania hipotetycznych domysłów; że 
np. indukcyjne uogólnienia kilku umiejętnie dobranych obserwacji lub też do- 
strzeżenie niezauważonych przedtem analogii nieraz naprowadzało matematyków 
na pomysły twierdzeń, które następnie okazywały się prawdziwe chociaż ani 
indukcja, ani tym bardziej wnioskowanie przez analogię nie mają w matematyce 
żadnej wartości uzasadniającej” (Intuicja a uzasadnianie twierdzeń s. 204). Wydaje 
się, że z tą wypowiedzią można się zgodzić tylko połowicznie, bowiem jest zasad- 
na tylko przy ciasnym rozumieniu analogii. Gdy natomiast uznamy izomorfizm 
i homomorfizm za określone rodzaje analogii, wtedy należałoby złagodzić kate- 
goryczność twierdzenia. Podobnie rzecz się ma z dwoistością, która jest jednym 
z przejawów analogii w matematyce. Można by wprawdzie zastanowić się, czy 
wymienione rodzaje analogii nie sprowadzają się do dedukcji, ale wydaje się, że 
niezależnie od wyniku analizy należy nieco złagodzić ostrze wypowiedzi. Jeśli zaś 
chodzi o zagadnienie genezy hipotez (czy problemów) i sposobów jego rozstrzygnię- 
cia, również wydaje się, iż można mieć inne zdanie na ten temat. Najlepiej świad- 
czą o tym tendencje występujące we współczesnej metodologii nauk, które akcen- 
tują potrzebę i konieczność zajęcia się tzw. kontekstem odkrycia i rozwijania 
„logiki odkryć naukowych”. Trudno sobie wyobrazić, aby metodologowie przepro- 
wadzili właściwe badania psychologiczne. Nasze rozważania również pozbawione 
byłyby większego znaczenia, a żywimy przekonanie, że mieszcząc się w szeroko 
pojętej inwentyce, mają szansę ujaśnienia nieco twórczych struktur myślowych 
towarzyszących uprawianiu matematyki. 
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bądź drugich odgrywają w twórczości matematycznej, jaśniej chyba 
uwydatni naturę samej analogii, którą będziemy się w dalszym ciągu 
zajmować. Ogólnie można już teraz powiedzieć, że interesuje nas ana- 
logia jako metoda stosowana w uprawianiu matematyki. W tym celu 
zbadamy, czy i na ile rozmaite typy analogii pełnią jakąś funkcję wie- 
dzotwórczą i wyznaczają sposób dochodzenia do nowych zagadnień. 

Tę narzucającą się z koniecznością problematykę rozpatrzymy w ko- 
lejnych rozdziałach, oddzielnie analizując rolę analogii przy stawianiu 
zagadnień w jednej dziedzinie przedmiotowej oraz funkcję, jaką pełni w 
formułowaniu zagadnień analogia między różnymi dziedzinami matema- 
tycznymi. Wydaje się bowiem, że procedury stawiania problemów w 
matematyce odwołują się wyraźnie do rozmaitego typu analogii, które 
mogą występować na dwu poziomach: na poziomie relacji zachodzących 
w jednej dziedzinie między różnymi „przedmiotami? szeroko pojetymi 
oraz na poziomie relacji występujących między dziedzinami. Warto zwró- 
cić uwagę, iż analogia zachodząca na poziomie dziedzin może zakładać 
bardziej pierwotną analogię między przedmiotami należącymi do tych 
różnych, porównywanych dziedzin. W takim przypadku analogia dziedzin 
niejako dziedziczyłaby analogiczność odpowiednich przedmiotów (obiek- 
tów). Nadto należy zauważyć i odróżnić analogię pewnych czynności 
twórczych — albo inaczej — analogię struktur myślowych, biorących 
udział w pewnych procedurach twórczych od analogii, która pojawia się 
jako rezultat czynności analogicznych (np. analogia pojęć, twierdzeń, 
dowodów, dziedzin). 

Daje się zauważyć swego rodzaju sprzężenie zwrotne między tymi 
analogiami, jedna nie pozostaje bez wpływu na obecność drugiej. Trud- 
no też byłoby ustalić zależność genetyczną i kolejność wywierania tych 
wpływów: czy występowanie analogii w operacjach poznawczych wycis- 
ka swe znamię na analogii „przedmiotów” matematycznych (szeroko po- 
jętych), czy też analogiczność aparatury pojęciowej (języka) świadczy 
a obecności analogii w myśleniu twórczym matematyków. Dla nas tedy 
istotne jest przeanalizowanie obydwu płaszczyzn pojawiania się analo- 
gii. Sądzimy bowiem, że obydwa rodzaje odgrywają pewną rolę i w in- 
wencji naukowej i w matematyce, będącej już ukształtowaną nauką. 
Sprawą zaś drugorzędną jest kwestia występowania którejś z nich jako 
chronologicznie pierwszej. Wydaje się, że obydwie warunkują się wza- 
jemnie. Rozstrzygnięcie zaś, która dostrzeżona była najpierw, możliwe 
jest jedynie w konkretnych, pojedynczych odkryciach. 

Taka koncepcja analogii, która uwzględnia zarówno podobieństwa, 
jak i różnice między porównywanymi członami, może, jak się wydaje, 
odgrywać pewną rolę także w unifikowaniu teorii matematycznych. Przez 
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uchwycenie podobieństw można też jaśniej dostrzec, jak rozwijało się 
w dziejach pojmowanie matematyki. Ta unifikująca rola analogii może 
tłumaczyć kształtowanie się różnych określeń matematyki. 


Rozdział II 


STAWIANIE ZAGADNIEŃ NA PODSTAWIE ANALOGII 
ZACHODZĄCEJ W JEDNEJ DZIEDZINIE PRZEDMIOTÓW 


Dotychczasowe rozważania pozwalają zdać sobie sprawę z różnorod- 
ności desygnatów i znaczeń, jakie przysługują terminowi „analogia. Do- 
strzega się to zwłaszcza na tle prezentowanych dyskusji i poglądów w 
tej materii. W wyniku przeprowadzonych analiz wyróżniono kilka typów 
analogii, które jak się przypuszcza, odgrywają inwencyjną i unifikującą 
rolę w myśleniu matematycznym. 

Ponieważ zadaniem pracy jest znalezienie zadowalającej odpowiedzi 
na pytanie o rolę analogii w typowej robocie matematyków, należy w 
tym aspekcie rozważyć kolejno poszczególne etapy stawiania zagadnień. 
Najpierw zbadamy sposoby odkrywania nowych obszarów problemowych 
z wykorzystaniem analogii zachodzących między „przedmiotami? w ja- 
kiejś jednej dziedzinie. „Przedmiotami”, obiektami, tworami matematy- 
cznymi nazywamy to wszystko, co na podstawie konstrukcji myślowej 
(czynności twórczego umysłu matematyka) staje się odpowiednikiem wy- 
rażeń zafiksowanych w formalnym języku i podlega dalszym rozważa- 
niom na terenie matematyki. Skoro jednak przyjmujemy takie stanowis- 
ko, to musimy uwzględnić możliwość występowania analogii zarówno na 
płaszczyźnie syntaktycznej, jak i semantycznej, między językowymi wy- 
tworami i między ich odpowiednikami przedmiotowymi. Należy się za- 
stanowić, czy i tu nie wystąpi swego rodzaju sprzężenie zwrotne, czy zau- 
ważona analogia na jednej płaszczyźnie nie świadczy jednocześnie o od- 
powiadającej jej analogii, która pojawia się na drugiej. Uwzględniając te 
i dokonane wcześniej rozróżnienia, przeprowadzimy nasze rozważania w 
dwóch oddzielnych punktach. Pierwszy będzie dotyczył analogii między 
tym, co szczegółowe i tym, co ogólne; drugi zaś analogii między tym, co 
skomplikowane, i tym, co uproszczone. 

Ponieważ we wszystkich dziedzinach problemowych matematyki da- 
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je się zauważyć wspólna, podobna tendencja do uogólniania, przede wszy- 
stkim jej poświęcimy nieco miejsca. 

Z uwagi na zarysowane, w toku dotychczasowych rozważań, trud- 
ności jasnego wyodrębnienia niejednokrotnie sprzężonych ze sobą analo- 
gii różnie pojętych należy ostrożnie próbować odpowiadać na wiodące 
w tym rozdziale pytanie. Punktem oparcia dla ustaleń i twierdzeń w tych 
sprawach będą przede wszystkim przykłady konkretnych zastosowań 
analogii w poszukiwaniu nowych problemów oraz poglądy tych, którzy 
już zajmowali się problematyką analogii w matematyce wprost albo wy- 
głaszali swoje poglądy w tej materii „przy okazji”. 

Teoretycy nauki zgodnie uważają, że nauka nie polega na gromadze- 
niu informacji, ale na rozwiązywaniu zagadnień. Stąd wśród etapów 
operacji naukotwórczych jako pierwszą fazę uprawiania jakiejkolwiek 
nauki wymieniają postawienie problemu, czyli odpowiednio sformułowa- 
nego pytania. Ono bowiem wyznacza kierunek badań i poszukiwań, jest 
czynnikiem organizującym przedsięwzięcia naukowe. Mówiąc o pytaniu 
można mieć na uwadze różne rzeczy: akt zapytywania, który jest świa- 
domą czynnością psychiczną; zdanie pytajne, które jest językowym 
wytworem owego aktu oraz znaczenie pewnego zdania pytajnego, które 
nazywa się problemem lub zagadnieniem. Stosunek więc pytania do za- 
gadnienia (czy problemu) przy tym rozróżnieniu jest podobny do stosun- 
ku zachodzącego między nazwą i pojęciem lub zdaniem w sensie logicz- 
nym i sądem *. Niekiedy różnicę między pytaniem a zagadnieniem wi- 
dzi się w zależności od stopnia trudności udzielenia natychmiastowej od- 
powiedzi. Jeśli do sformułowania odpowiedzi na postawione pytanie po- 
trzeba przeprowadzenia pewnych operacji badawczych, w skład których 
wchodzą także procesy rozumowań, to dopiero takie „trudne” pytanie 
nazywa się zagadnieniem *. Zagadnieniem tedy byłoby nie każde pyta- 
nie, ale dopiero takie, które można uznać za „poważne” pytanie, tzn. ta- 
kie, które dotyczy bądź poważnego i obiektywnie skomplikowanego pro- 
blemu, bądź trudnego dla kogoś, znajdującego się w pewnych okolicznoś- 
ciach utrudniających szybkie znalezienie odpowiedzi. Nie będziemy da- 
lej problematyzować tej sprawy, zaznaczymy tylko, że w dalszym ciągu 
będziemy zamiennie używać terminów: „problem” i „zagadnienie”. 


46 Por. Stępień. O metodzie s. 37-42. Analizy (semiotyczne i formalne) 
pytań przeprowadzali u nas m. in. Ajdukiewicz (Zdania pytajne), Ingarden (Essen- 
tiale Fragen), Giedymin (Problemy, założenia rozstrzygnięcia), Koj (Analiza pytań. 
Problem terminów pierwotnych logiki pytań; Analiza pytań: Rozważania nad 
strukturą pytań), Kubiński (Wstęp do logicznej teorii pytań), Marciszewski (Ana- 
liza semantyczna pytań jako podstawa reguł heurystycznych), Starosta (Przyczy- 
nek do semiotyki pytań). 

41 Por. Dąmbska. O metodzie s. 18. 
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Od dobrze postawionego problemu (pytania problemowego) żąda się 
spełnienia następujących warunków: przede wszystkim ma to być pyta- 
nie sformułowane na serio (ani retorycznie, ani dydaktycznie naprowa- 
dzająco czy sprawdzająco, ani w zabawie); poprawnie (dotyczy to jego 
sensowności syntaktycznej i semantycznej na gruncie pewnego języka, 
jednoznaczności terminów i ich układu oraz precyzyjności); trafnie (tzn. 
nie ma założeń fałszywych lub prowadzących do fałszu czy bezsensu); 
zasadnie (gdy posiada co najmniej dwie możliwe odpowiedzi sensowne 
oraz dostateczną rację swego postawienia w postaci uzasadnionej wąt- 
pliwości, która pojawia się na gruncie dotychczasowej wiedzy obiektyw- 
nej); rozstrzygalnie (tzn. istnieje efektywny sposób wykazania, że wśród 
sensownych i możliwych odpowiedzi na to pytanie istnieje co najmniej 
jedna prawdziwa) 48, 

Na tym tle, charakteryzującym ogólne warunki poprawności stawia- 
nia problemów naukowych, zanim przystąpimy do rozważania sposobów 
występowania analogii w omawianej operacji, wypada zastanowić się nad 
osobliwością (swoistością) zagadnień matematycznych. Wiadomo bowiem, 
że problematyka danej wiedzy nie jest autonomiczna, ale zależy od ta- 
kiej albo innej determinacji przedmiotu i zadań poznania. Nie wchodząc 
w dyskusje uwarunkowanych filozoficznie stanowisk, które różnie poj- 
mują przedmiot nauk aprioryczno-dedukcyjnych, należy podkreślić, że 
matematyka współczesna zaczęła ogólniej niż klasyczna ujmować pro- 
blemy, zwiększył się stopień ich abstrakcyjności, wyraźnie wzrosła rola 
bardzo ogólnych schematów *. Obserwuje się we wszystkich dziedzinach 
matematycznych dążenie do coraz śmielszych uogólnień. Jest to wspólna 
i wyraźna tendencja, która stała się rysem charakterystycznym współ- 
czesnej matematyki. 

Matematycy rzadko wypowiadają poglądy natury metodologicznej. 
W pracach ściśle naukowych jedynie w sposób techniczny stosują obra- 


48 Por. np: Kamiński. Pojęcie nauki s. 166; Stępień. O metodzie s. 39 
n. Mówiąc nieco inaczej, żądanie poprawności pytania to żądanie, by wiadomo 
było, o co się na terenie nauki pyta; żądanie trafności dotyczy niewprowadzania 
na teren nauki fałszu lub bezsensu, zaś zasadność jest obroną nauki przed pochop- 
nymi obiektywizacjami wątpliwości i niecelowymi kierunkami wysiłków badaw- 
czych. 

48 W filozofii matematyki najbardziej znane są trzy kierunki: logicyzm (G. 
Frege, B. Russell), intuicjonizm (L. E. J. Brouwer, A. Heyting) i formalizm (D. Hil- 
bert). Każdy z nich przyjmuje własne, odmienne stanowisko w sprawie przedmio- 
tu matematyki. Na ten temat: Dąmbska. O narzędziach i przedmiotach pozna- 
nia s. 189-192; Gierulanka. Zagadnienie swoistości poznania matematyczne- 
go s. 153-187; Kamiński. O ilościowym charakterze przedmiotu matematyki 
s. 126-130; tenże. Pojęcie nauki i klasyfikacja nauk s. 248-256; Krąpiec. 
Struktura bytu s. 198-200, 202-204; Lubański. Ilość a matematyka s. 87-91; 
Lis. Formalistyczna filozofia matematyki s. 236-241. 
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ne metody i aparaturę pojęciową, nie czyniąc ich przedmiotem osobnych 
rozważań. Nieraz dopiero chęć uprzystępnienia niespecjalistom tego, co 
uważa się za najcenniejszą zdobycz współczesnej matematyki, zmusza 
matematyków do sformułowania nowych poglądów na temat tego wszy- 
stkiego, czego w pracach specjalnych dokonali i co starali się w nich 
osiągnąć 50. Mimo to spotyka sie — i to dosyć często — wypowiedzi o ,,na- 
turalności” badania pewnych postawionych czy narzucających się w spo- 
sób „naturalny” zagadnień. Te zauważalną „naturalność”, a także ko- 
nieczność podkreślania „naturalności? pewnych związków i operacji pod- 
nosi się nierzadko do rangi kryterium właściwego kształcenia młodych 
matematyków 51. Co rozumie się przez tę „naturalność? Co stanowi dla 
matematyków „naturalność? narzucających się zagadnień i co się na 
nią składa? Spodziewamy się, że odpowiedź na te pytania wyjaśni jed- 
nocześnie swoistość matematycznych zagadnień. 


3. ANALOGIA MIĘDZY TYM, CO SZCZEGÓŁOWE, I TYM, CO OGÓLNE 


Wydaje się, że właśnie dążenie do osiągania celu, o którym się często 
mówi, że jest nim postępująca abstrakcja, logicznie ścisła dedukcja opar- 
ta o aksjomaty i coraz szersze uogólnianie, składa się na ową „natural- 


50 Por. Gierulanka. Zagadnienie s. 171. 

Niejednokrotnie rozważania historyczne nad rozwojem poszczególnych pojęć 
czy teorii ujawniają sposoby postępowania twórczego. Wydobywają one również 
to, co zauważa się, śledząc konkretne poczynania współczesnych matematyków. 

51 Przytoczymy dwa przykładowe teksty matematyków: 

„W procesie kształcenia młodych matematyków powinno się położyć większy 
nacisk na wskazanie naturalnych związków między geometrią, topologią, analizą 
i algebrą, na omówienie wzajemnego przenikania się metod geometrycznych, ana- 
litycznych i algebraicznych w różnych działach matematyki” (Białynicki-Bi- 
rula, Pełczyński. Na marginesie artykułu K. Siekluckiego „O geometrii 
i topologii” s. 30). 

Drugi tekst jest przykładem typowego i często używanego sposobu sta- 
wiania zagadnień w matematyce: „Przy stosowaniu aksjomatu wyboru w topo- 
logii nasuwa się często w sposób naturalny pytanie, czy istnieje zbiór wybrany 
(tzw. selektor) o pewnych pożądanych z punktu widzenia topologicznego własnoś- 
ciach. Np. gdy dany jest rozkład przestrzeni topologicznej na zbiory domknięte, 
rozłączne i niepuste można postawić pytanie, czy istnieje selektor domknięty tego 
rozkładu lub — jeśli to nie jest możliwe — czy istnieje selektor klasy G5 itd. 
Podobnie, gdy dane jest przekształcenie F:X—2Y przyporządkowujące każdemu pun- 
ktowi xeX zbiór domknięty niepusty F(x)CY wiadomo na podstawie aksjomatu 
wyboru, że istnieje odwzorowanie f:X+Y takie, że f(x) eF(x) (które nazywamy 
selektorem przekształcenia F). Powstaje pytanie czy istnieje selektor ciągły, I kla- 
sy, mierzalny itp. W obu wypadkach zagadnienie do którego prowadzi aksjomat 
wyboru, przybiera charakter topologiczny (lub wkracza w teorię wyboru)” (Ku- 
ratowski. O selektorach w topologii i teorii miary s. 3). 
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ność”. Zwraca się wprawdzie uwagę na to, że matematyka nie ma mono- 
polu na abstrakcję, bo np. w fizyce występuje ona również bardzo częs- 
to. Podobnie jest z aksjomatyczną dedukcją, która stanowi najbardziej 
atrakcyjną postać, w którą można ująć produkt końcowy myśli matema- 
tycznej. Oznacza on ostateczny sukces w badaniu i porządkowaniu treści 
matematyki oraz w odsłanianiu jej podstawowej struktury. Jednakże 
zbytnie podkreślanie tego aspektu matematyki i przecenianie go jest 
całkowicie błędne. Niewłaściwy jest bowiem pogląd, że interpretacja, peł- 
na polotu indukcja i obdarzone fantazją skojarzenia, a także nieuchwyt- 
ny proces myślowy zwany intuicją, odgrywają drugorzędną rolę w płod- 
nej twórczości matematycznej lub w autentycznym zrozumieniu trudnych 
abstrakcji. Dedukcja powinna być uzupełniona intuicją. 

Tak samo rzecz się ma z uogólnieniami. Indywidualny problem nie 
może być degradowany do poziomu szczególnej ilustracji teorii ogól- 
nych 5, W rzeczywistości teorie ogólne powstają z rozważań zagadnień 
specjalnych i nie mają żadnej wartości, jeśli nie służą wyjaśnianiu i sys- 
tematyzowaniu zagadnień szczegółowych. Dlatego należy tę, nie zawsze 
jasno uświadamianą przez matematyków, a określaną równie nieprecy- 
zyjnie, istotę matematyki (widzianą w „naturalności” jej charakterysty- 
cznych cech) ująć w postaci korelacji i wzajemnych oddziaływań ogólne- 
go i szczegółowego, dedukcji i interpretacji, logiki i wyobraźni. Dopiero 
te powiązania ujawniają głęboką istotę żywej współczesnej matematyki. 
Dowolny z wyróżnionych aspektów może dominować w danym konkret- 
nym, szczególnym wyniku. W teorii, która rozwija się, występują one 
wszystkie razem. Mówiąc ogólnie, taka teoria rozpoczyna się od ,,kon- 
kretnej podstawy”, następnie za pomocą abstrakcji uwalnia się od po- 
czątkowej konkretności, dążąc do coraz większych uogólnień po to, aby 
móc je z powrotem zastosować w rzeczywistości konkretnej i szczegóło- 
wej 53 Nie należy się więc dziwić, że dla matematyka uogólnianie jest 


52 Por. np: Hadamard. Psychologia odkryć matematycznych. Praca ta, 
mimo iż dotyczy twórczości matematyków, nie wspomina o roli, jaką może w 
niej pełnić analogia. Występują w niej natomiast liczne przykłady olśnień, na- 
głych pomysłów, zaskakujących rozwiązań, intuicyjnych idei, różnych skojarzeń, 
pierwszych „spostrzeżeń”, podświadomej aktywności, wymieniane w ankietowych 
wypowiedziach matematyków. 

58 Por. Courant. Matematyka w świecie współczesnym s. 12 n. 

W prawdziwej matematyce właściwy proces rozwoju i ewolucji nauk matema- 
tycznych — od indywidualnej i konkretnej treści, poprzez abstrakcję, z powro- 
tem do tego, co konkretne i jednostkowe — nadaje teorii sens i znaczenie. Widać 
to jasno na przykładzie odkryć J. C. Maxwella. Opierając się na doświadczeniach 
M. Faradaya i wyabstrahowanych na ich podstawie matematycznych prawach 
jakościowych zjawisk elektromagnetycznych, odgadł bardzo ogólne prawo ilościowe, 
które ujmuje w układ równań różniczkowych siły magnetyczne i elektryczne. Te 
wyabstrahowane równania okazały się inspirujące do badań w innych kierunkach 
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czymś tak bardzo zwyczajnym, że aż naturalnym. Jest to zarazem ogólna 
tendencja wszelkiego postępu w nauce, który dokonuje się głównie dzię- 
ki powstawaniu ogólniejszych i wszechstronniejszych teorii, obejmują- 
cych poprzednie. Każda bowiem nowa teoria naukowa winna wchłaniać 
dotychczasowe, a jednocześnie je precyzować, ograniczając zasięg ich 
prawomocności 5*. Tak więc dążenie do uogólnień w matematyce mieści 
się i jest przejawem ogólnej tendencji rozwojowej nauk. Będąc tedy jed- 
nym z ważnych stymulatorów rozwoju, staje się naturalnym źródłem 
zagadnień, które stawia się do rozwiązania w poszczególnych dziedzinach 
matematycznych i w teoriach ogólniejszych, stanowiących kolejne etapy 
uogólniającego działania w matematyce. We wszystkich działach mate- 
matyki uogólnia się bowiem podobnie i we wszystkich stawia się jako 
główne zadanie i cel otrzymywanie coraz ogólniejszych wyników. Jeśli 
w danej dziedzinie został postawiony problem i znane jest jego rozwią- 
zanie, to uogólnia się go podobnie, jak uogólnia się we wszystkich innych 
dziedzinach matematyki. Nadto, jak to już zaznaczono, można uogólniać 
dany problem nie w ramach tej samej teorii matematycznej, ale w innej 
teorii, która w stosunku do wyjściowej jest ogólniejszą, obejmującą po- 
przednie 55, 

Wobec tego oczywistego niemal i dzisiaj obiegowego stwierdzenia (że 
należy uogólniać, skoro w rozwijającej się matematyce operacja uogól- 
niania jest nieodzownym źródłem wzrostu problematyki), narzuca się 
kolejne pytanie: jak należy uogólniać? W jaki sposób przeprowadzać 


(rozchodzenie się fal radiowych rzuciło światło na falową naturę zjawisk elektro- 
magnetycznych, zapoczątkowało rozwój nowej techniki). A źródłem tego było roz- 
poznanie przez Maxwella podobieństwa i analogii między pozornie odległymi nie- 
związanymi faktami. 

Zob. też np: Semadeni. O pracach W. Orlicza z analizy funkcjonalnej 
s. 192 n. 

5 Por. Kamiński. Pojęcie nauki s. 185. Historia rozwoju nauki pokazuje, 
jak własności i relacje odkryte dla wąskiej klasy obiektów rozciągają się z odpo- 
wiednimi poprawkami i uzupełnieniami na dowolnie szeroką dziedzinę obiektów. 

55 Przy omawianiu rodzajów analogii występujących w myśleniu matematycz- 
nym umieściliśmy uogólnianie wśród tzw. analogii funkcjonalnych. Uzasadnione 
to było zaakcentowaniem podobnej funkcji, jaką operacja uogólniania pełni we 
wszystkich teoriach matematycznych i jaką odgrywała w całej historii ich rozwoju. 
Dlatego i w tym miejscu najpierw podkreślamy tę cechę omawianej operacji. 
Uważamy bowiem za wtórną w stosunku do niej analogię strukturalną przedmio- 
tów, która wyznacza sposób uogólniającego przechodzenia. Niektórzy autorzy, jak 
np. Leatherdale, mając na uwadze spontaniczność i efektywność operacji, w któ- 
rych korzysta się z zauważonych lub przypuszczalnych analogii, nazywają je czyn- 
nościami analogicznymi. Inni, jak np. Dąmbska, takie operacje nazywają homo- 
tetycznymi, aby uniknąć nieporozumień związanych z przenośnym użyciem słowa 
„analogia” w zwrocie „czynności analogiczne”. 


206 ANNA IZABELLA BUCZEK 


uogólnienia? Jakie są podstawy uogólniającego myślenia? Wreszcie, jaką 
rolę w tym procesie pełni analogia? 

Wydaje się, że analogia zauważona, przewidywana lub domniemana 
między pewnymi przedmiotami może być podstawą dokonania ekstra- 
polacji czy uogólnienia pozwalającego przenieść problematykę dotyczącą 
jednego członu analogii na drugi. Naszym najbliższym zadaniem będzie 
przeanalizowanie tych zarysowanych kwestii. 

Najpierw rozważymy zasady przechodzenia uogólniającego w danej, 
jednej dziedzinie matematycznej, a potem spróbujemy zastanowić się nad 
tą sprawą w odniesieniu do różnych dziedzin, z których jedna jest uogól- 
nieniem drugiej. Spodziewamy się w ten sposób otrzymać jakąś odpo- 
wiedź na pytanie o rolę analogii w formułowaniu zagadnień matema- 
tycznych. 

Umiejętność wyszukiwania i korzystania z uogólnień jest niewątpli- 
wie nieodzownym warunkiem osiągania sukcesu w twórczości naukowej, 
ale też jest ona jedną z konkretyzacji zdolności do rozpoznawania i wy- 
korzystywania różnych podobieństw i analogii. Najbardziej typowymi w 
matematyce są uogólnienia odwołujące się do analogii między tym, co 
szczegółowe, i tym, co ogólne, skończone i nieskończone, skomplikowane 
i uproszczone. One najczęściej są źródłem zagadnień przenoszonych w 
sposób „naturalny” z jednego rodzaju przedmiotów na drugi. Jeżeli 
udało się jakiś problem rozwiązać — pozytywnie lub negatywnie — od- 
nośnie do szczegółowego przypadku, to podejmuje się zaraz próbę udo- 
wodnienia go w ogólnym. Najsłynniejszym jest ciągle aktualne zagadnie- 
nie znane jako hipoteza Fermata (albo tzw. wielkie twierdzenie Fermata), 
które nie doczekało się dotąd dowodu. Wiadomo, że 3?+4?=5?. Istnieją 
również inne przykłady trzech kolejnych liczb zachowujących się w ta- 
ki sposób, że jeśli dwie z nich podniesiemy do kwadratu i dodamy, to 
otrzymamy kwadrat trzeciej liczby. Fermat ogłosił, że znalazł dowód, 
iż podobna sytuacja nie jest możliwa dla potęg wyższych od 2 (czyli w 
przypadku ogólnym). Dowodu jednak nie podał. Podejmowano ciągle 
bezskuteczne próby znalezienia tego dowodu. Zdołano tylko sprawdzić 
słuszność hipotezy Fermata dla pewnych specjalnych wykładników. W 
całej ogólności problem pozostał nie rozstrzygnięty 56. 


56 Fermat wypowiedział twierdzenie, że nie mogą istnieć trzy liczby całkowi- 
te x, y, z, które spełniałyby zależność x3+y3=z3 lub x*+y'=z4 itd. Podobna sytu- 
acja występuje w tzw. hipotezie Goldbacha. Zauważono, że 4=2+2, 6=3+-3, 
8—3+5, 10—3+7—5+5 i wydaje sie, że każda liczba parzysta oprócz 2 może być 
zapisana w postaci sumy dwóch liczb pierwszych. We wszystkich zbadanych przy- 
padkach jest tak istotnie, ale przypuszczenie, że zachodzi to dla każdej dowolnej 
liczby parzystej, nie zostało dotąd udowodnione ani obalone. I znowu problem 
ogólności dokonanego spostrzeżenia jawi się jako naturalnie narzucające się za- 
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Dla nas interesujące jest w tym miejscu samo postawienie problemu 
ogólnego, a nie jego takie czy inne rozwiązanie. Skoro znana jest pewna 
sytuacja dla konkretnych liczb i konkretnych potęg, to istotnie w sposób 
naturalny nasuwa się matematykowi pytanie o zachowanie się innych 
liczb i potęg, czyli pytanie o możliwość wypowiedzenia szczegółowego 
spostrzeżenia w przypadku obiektów podlegających zauważonej prawid- 
łowości. 

Duża część zagadnień stawianych do rozwiązania w pracy badawczej 
matematyków wykazuje takie podobieństwo genetyczne. Nowe problemy 
pojawiają się w wyniku pewnej uniwersalizacji przeprowadzonej na pod- 
stawie analogii z dotychczasowymi, a nie, jak w przypadku nauk induk- 
cyjnych, na podstawie indukcyjnego uogólnienia. 

Uogólnianie jest więc z jednej strony operacją opartą na analogii mię- 
dzy pewnymi przedmiotami, a także różnymi dziedzinami matematycz- 
nymi, ale też z drugiej strony jest swego rodzaju analogią genezy nowych 
zagadnień. Jest to analogia pełniąca rolę heurystyczną, inwencyjną w po- 
wstawaniu matematyki, w jej uprawianiu i rozwoju. Poszukiwanie no- 
wych zagadnień, odkrywanie nowych obszarów problemowych odbywa się 
w dużej mierze poprzez analogię z już znanymi. Dodajmy, poprzez ana- 
logię uczestniczącą w uogólnianiu. 

W tym miejscu należy jednak odnotować to, że nie ma na ten temat 
zgody wśród autorów zajmujących się omawianą problematykę. Na przy- 
kład Pólya wyróżnia obok siebie trzy kolejne operacje: specjalizację, 
analogię i uogólnianie, które mogą występować łącznie w formułowaniu 
zagadnień lub ich rozwiązywaniu. Zasadne wydaje się przypuszczenie, że 
dokonując takiego zestawienia operacji myślowych, nie utożsamia żadnej 
z nich z drugą. A co za tym idzie, uogólnianie nie jest dla niego rodza- 
jem analogii. Na innym miejscu mówi nawet, iż dwa obiekty są analo- 
giczne dopiero wtedy, gdy mają takie same uogólnienia. Ale jednocześ- 
nie przytoczone programowe założenia teoretycznie nie przekszadzają mu 
uważać trójkąta na płaszczyźnie i czworościanu w przestrzeni trójwy- 
miarowej za obiekty analogiczne. Nie trzeba przeprowadzać głębokich 
_ analiz, aby dostrzec jawną niekonsekwencję: przestrzeń trój- i więcej 
wymiarowa jest właśnie uogólnieniem (poprzez zwiększanie liczby wy- 
miarów) płaszczyzny dwuwymiarowej. Dzięki temu figury odpowiednie 
są analogiczne do brył (np. prostokąt do prostopadłościanu) na podstawie 


gadnienie. Podkreślamy, iż w przytoczonych przykładach nie idzie nam o prezen- 
tację problemów nierozstrzygalnych, bo ich istnienie w każdym bogatym systemie 
aksjomatycznym zawierającym artymetykę ujawniło znane odkrycie K. Gódla. 
Pragniemy natomiast pokazać częsty związek szczegółowej, konkretnej obserwacji 
i rodzącego się na jej kanwie problemu ogólnego. 
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analogii (będącej podstawą uogólniania), która wykazuje podobieństwo re- 
lacji występujących w jednym i drugim obiekcie. Idąc dalej, mówi się 
o analogii planimetrii i stereometrii jako dziedzinach, z których jedna jest 
uogólnieniem drugiej. 

Trudności z uznaniem uogólniania za pewien typ analogii nie mają 
cytowani już autorzy, tacy jak Bielajew i Ujomow. Opowiadamy się za 
ich stanowiskiem z tego powodu, że analiza odnośnych przykładów 
i wyszczególnione sposoby dokonywanych faktycznie uogólnień wskazują 
na wyraźną obecność analogii jako podstawy wszelkich uogólnień. Dalsze 
analizy uwyraźnią to jeszcze bardziej 57. 

Przejście od szczegółowego przypadku do ogólnego może dokonywać 
się w różny sposób. Od jednego rozpatrywanego przedmiotu możemy 
dojść do całej klasy podobnych mu przedmiotów (takie przejście inte- 
resuje w hipotezie Fermata). Rozpatrując dany zbiór przedmiotów pyta- 
my, czy dla większego zbioru, obejmującego dany, zachodzi takie samo 
bądź podobne twierdzenie. Albo po prostu, rezygnując z pewnych ogra- 
niczeń narzuconych na jakąś klasę rozpatrywanych obiektów, rozsze- 
rzamy nie tylko ilościowo ich zbiór, ale też i jakościowo, dopuszczając 
nowe ich własności. Postaramy się zilustrować te uwagi odpowiednimi 
przykładami. 


W pierwszym przypadku chodzi o zmianę stałej na zmienną. Może 
to dotyczyć uzmiennienia liczby wymiarów przy przejściu od płaszczyzny 
dwuwymiarowej i rozpatrywanych na niej figur geometrycznych do 
przestrzeni trój- i więcej wymiarowej i odpowiednio analogicznych brył 
oraz innych obiektów geometrycznych. Można mówić o uzmiennianiu np. 
liczby boków figur płaskich, gdy wypowiadając jakieś twierdzenie o trój- 
kątach, stawiamy zaraz pytanie o własności wielokątów o dowolnej licz- 
bie boków. A może to być uogólnienie jednej obserwacji, które prowadzi 
do ogólnego prawa, jak w egzemplifikacji, którą przytoczymy za Pólyą 58. 
Jeżeli na przykład trafimy na sumę 1+8+27+64—100 i zauważymy, 
że da się ona zapisać w postaci sumy sześcianów czterech pierwszych 
liczb naturalnych, która jest równa kwadratowi pewnej liczby, tzn. 
1%+23+33 + 43= 102%, to w sposób naturalny nasuwa się pytanie, czy su- 
ma dowolnej (ale skończonej) liczby sześcianów kolejnych liczb natu- 
ralnych 13+3+33+...+n3 jest też kwadratem jakiejś liczby naturalnej. 
Zadając to pytanie, dokonujemy uogólnienia, przechodząc od czterech 
sumowanych początkowo liczb do dowolnej ich ilości. Pólya podkreśla, 


57 Por. Pólya. Mathematik t. 1 s. 38 n.; Bielajew. Rol anałogii s. 63; 
Ujmow. Anałogija s. 156 n. 

58 Por. Jak to rozwiązać? s. 248-250. Podobne przykłady można też znaleźć 
u tegoż autora w: Odkrycie matematyczne s. 86 n. 
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że jest to szczęśliwe uogólnienie, ponieważ prowadzi ono od jednej ob- 
serwacji do godnego uwagi prawa ogólnego. Istotnie, znany jest wzór 


n(n + 1) | 


n 
= 3 — 
Sn dk | ; 


k=1 
określający sumę skończonej (ale ze względu na n dowolnej) liczby wy- 
razów, z których każdy jest sześcianem kolejnej liczby naturalnej. W tym 
miejscu warto zaznaczyć, że w teorii ciągów liczbowych podaje się zwy- 
kle więcej tego typu wzorów, które są wynikiem rozważań poczynio- 
nych na podstawie uogólniania wykładników potęg liczb od 1 do n, np. 
wzory dla sumy kwadratów, sumy czwartych potęg, piątych itp. 

Podkreślamy raz jeszcze, że pozytywne rozwiązanie tych zagadnień 
jest dla naszego tematu mniej istotne. Ważne i godne zauważenia jest 
natomiast dokonywanie uogólniania, w wyniku którego stawia się no- 
we zagadnienia do rozwiązania. Nie znaczy to, że uogólnienie nie może 
być użyteczne przy rozwiązywaniu zadań. Zwraca na to uwagę bardzo 
często Pólya 5% Warto jednak odnotować spostrzeżenie, że uogólnienie, 
chociaż jest niewątpliwym naturalnym źródłem nowych zagadnień, nie 
zawsze prowadzi do właściwych dobrych i pewnych rozwiązań. Nie zaw- 
sze jest ,szczęśllwym”, jakby powiedział Pólya, uogólnieniem. Jest to 
wynikiem, jak się zdaje, dziedziczenia pewnych cech samej analogii, 
niebezpieczeństw jej zbyt zuchwałego stosowania. Ujawni się to jeszcze 
wyraźniej w uogólniającym przejściu od skończonego do nieskończo- 
nego. Zanim przystąpimy do przytoczenia odnośnych przykładów, za- 
prezentujemy wcześniej próbę Ujomowa ujęcia formalnego pewnej ana- 
logii między tym, co szczegółowe a tym, co ogólne 60. 

Jest to przykład odwołujący się do rewolucyjnego dla całej matema- 
tyki faktu wprowadzenia w XV w. — przez F. Viete'a — literowego 
oznaczania liczb. „Techniczna nowość” — jak to się dzisiaj mówi — dała 
podstawę do zbudowania rachunku literowego, dla którego modelem — 
wzorem był konkretny liczbowy rachunek. Wszystkie relacje, jakie za- 
chodzą między liczbami, zostały przeniesione na symbolizujące je litery. 
Przejścia dokonano na podstawie rozumowania przez analogię. Oparcia 
zaś dla tego rozumowania nie może dostarczyć zgodność elementów po- 
równywanych systemów relacyjnych, ponieważ nie jest ona jednoznacz- 
na: jeden i ten sam symbol oznacza dowolną liczbę. Podstawę do niego 
stanowią wspólne założenia dla relacji występującej zarówno w rachun- 
ku liczbowym, jak i literowym. Jest ona bowiem następstwem tych 


5 Zob. np. Odkrycie matematyczne s. 237. 
s0 Por. Anałogija s. 154-157. 
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samych powiązań i korelacji, które znajdują swój określony wyraz w 
aksjomatach komutatywności, asocjatywności i dystrybutywności 61. 

Taki typ analogii nazywa Ujomow (umownie) logiczną analogią re- 
lacji. Uzasadnia tę nazwę stosunek logicznego wynikania występujący 
w analogii będącej podstawą prezentowanego rozumowania. Wiąże on 
relację utrwaloną w założeniach z relacją, którą odkrywszy w modelu 
(rachunku liczbowym), można stwierdzić także w prototypie (rachunku 
literowym) 62. 

Wydaje się, że prezentowany przykład dobrze wyjaśnia to, na czym 
polega analogia między szczegółowym i ogólnym przypadkiem, zacho- 
dzącym zwłaszcza w jednej dziedzinie. Warto zwrócić w tym miejscu 
uwagę, iż omawiana analogia leży także u podstaw kolejnych etapów 
rozszerzania pojęcia liczby: od naturalnych poprzez całkowite, wymier- 
ne, niewymierne do rzeczywistych, zespolonych, a nawet dalej. Uogól- 
niające przechodzenie, i w tym wypadku, zachowywało wspólne założenie 
zawarte w odpowiednich aksjomatach. Dzięki temu następowało przenie- 
sienie starych własności, ale też powstawanie nowych (np. możliwość 
wykonywania coraz większego wachlarza dopuszczalnych działań od odej- 
mowania począwszy poprzez dzielenie, pierwiastkowanie) bądź utrata 
niektórych z dotychczasowych (jak np. nie zachowywanie komutatyw- 
ności przez kwaterniony). Uświadomienie sobie tych rozmaitych funkcji 
mechanizmu uogólniania może być również bogatym źródłem zagadnień. 
Pytania o własności konstruowanych nowych obiektów, o ich miejsce 
w znanej wiedzy, o ich związki z innymi obiektami, o możliwość budo- 
wania ogólniejszych teorii na ich podstawie, i tym podobne rodzą się 
właśnie na kanwie naturalnej dla całej matematyki operacji uogólniania 63, 


6" Ujmow zapisuje to rozumowanie symbolicznie, próbując nadać wszystkim 
występującym związkom ścisłą i precyzyjną postać. Trudno jest jednak zrozumieć 
sens intuicyjny i całej formuły, i jej poszczególnych członów. Nie bardzo wiado- 
mo też, jak traktowane są użyte w zapisie stałe logiczne (są trzy różne znaki, które 
mają, w myśl intencji autora, oznaczać wynikanie logiczne). Dlatego trudno nam 
uznać, że jest to zupełnie poprawny formalnie zapis tego rozumowania. Przykład 
jest prosty i dobrze obrazuje ogólną ideę uogólniania, wydaje się więc, że na tym 
polega jego wartość. Przytoczyliśmy go głównie dla tej racji. 

2 W związku z tym przykładem nasuwa się pytanie, w jakim sensie można 
działania na liczbach przenosić na symbole. W ścisłym sensie nie dodajemy i nie 
mnożymy algebraicznych symboli, one mogą być tylko uporządkowane, związane 
itd. Działania wykonujemy na algebraicznych wielkościach, dla których symbole 
są tylko znakami. Przejście od zadań „na liczbach” do zadań „na literach” otwiera 
nowe możliwości, można zmieniać dane i przez to można sprawdzać wyniki na 
różne sposoby. 

68 Na tym elementarnym przykładzie rozszerzania pojęcia liczby, które obej- 
muje swym zakresem coraz to nowe zbiory obiektów matematycznych, dobrze 
widać, jak pewne własności zostają utracone. Wiemy np., że liczby całkowite są 
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Poznawanie zgłębiania rozlicznych obiektów w każdej dziedzinie ma- 
tematycznej zaczyna się zwykle od najbardziej prostych ich form, od 
pewnych ich szczegółowych i konkretnych przedstawień, od ich specja- 
lizacji. Rozpatruje się na początku funkcje jednej zmiennej, rozwiązuje 
się równania pierwszego rzędu, przestrzenie od jednego do trzech wy- 
miarów itd. Następnym etapem jest badanie własności tych obiektów 
w najbardziej ogólnym sensie. Rozpatruje się więc funkcje wielu zmien- 
nych, szuka się rozwiązań równań n-tego rzędu, bada się własności n- 
-wymiarowych przestrzeni. Temu przejściu towarzyszy zwykle przenie- 
sienie fundamentalnych, podstawowych własności wyjściowego obiektu 
na jego uogólniony analogat. Dlatego proces twórczości matematyczńej 
polega często na tym, że bierze się prostszy przypadek, dokładnie ana- 
lizuje się wszystko, co on pozwala założyć dla bardziej złożonych przy- 
padków i dokonuje się pewnego uogólnienia. Najbardziej typowym jest 
przejście omawiane: od tego, co szczegółowe do tego, co ogólne. 


Nie należy jednak lekceważyć konkretnych szczegółowych przypad- 
ków. Niejednokrotnie odgrywają one niemałą rolę w modyfikacji i uś- 
ciśleniu poczynionego uogólnienia. Konstruowanie konkretnych, ale na 
ogół bardzo osobliwych indywiduów oraz dowodzenie ich szczególnych 
własności istotnie wzbogaca problematykę, z której wyrosły, a nawet 
otwiera nowe kierunki badań 54. 

Dla wyjaśnienia i przybliżenia tych spostrzeżeń posłużymy się przy- 
kładem pojęcia sumy. Rozszerzało się ono od sumowania liczb natural- 


parzyste lub nieparzyste, a już liczby wymierne (ułamkowe) z nich utworzone 
tej własności nie mają. Po prostu nie ma sensu pytać, czy ułamki są parzyste. 
Podobnie nie ma sensu pytanie, czy liczba zespolona (1, 3) jest większa (lub 
mniejsza) od liczby zespolonej (3, 1). Dla takich par liczbowych nie ma uporządko- 
wania na osi liczbowej według wielkości. Pojęcie nierówności, pojęcie wielkości 
liczby nie ma żadnego znaczenia dla liczb zespolonych. Interpretacja geometryczna 
liczb rzeczywistych, możliwość przedstawienia ich na prostej (nieskończonej) jest 
też nieaktualna dla liczb zespolonych. Należy rozszerzyć prostą liczbową do pła- 
szczyzny liczbowej, której punkty są obrazem liczb składających się z części rze- 
czywistej i urojonej. Ale też w zakresie liczb zespolonych posiada rozwiązanie 
każde równanie algebraiczne dowolnego stopnia, a nie można było tego osiągnąć 
w zbiorze liczb rzeczywistych. 

«s Znany polski matematyk pracujący twórczo w topologii prof. B. Knaster 
wyznaje np. pogląd, że dla rozwoju matematyki równie ważne, jak ogólne -twier- 
dzenia, są twierdzenia egzystencjalne, zwłaszcza dowodzone przez konstrukcje 
całkiem konkretnych (obiektów) zbiorów, bogatych w treść matematyczną, chociaż 
niejednokrotnie nieoczekiwanych. Odkrycie ich często wyznacza ramy nowych 
teorii, a z pewnością rewiduje i uściśla znane ogólne rezultaty. Jednym z nich 
np. było odkrycie funkcji ciągłej bez pochodnej w żadnym punkcie (zob. Duda. 
Dorobek naukowy i działalność prof. Knastera s. 34-37). Pólya nazywa takie po- 
stępowanie rekursją lub działaniem „od końca do początku”. 
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nych poprzez dodawanie liczb całkowitych, rzeczywistych, do zespolo- 
nych. Ponieważ uogólnianie tych liczb, jak to już było zaznaczone, za- 
chowywało wszystkie podstawowe własności, które wykazywały liczby 
wcześniej znane, więc i pojęcie sumowania je dziedziczyło. Dalsze jed- 
nak przeniesienie tego pojęcia na szereg (zwłaszcza nieskończony) liczbo- 
wy zrodziło pytanie, czy dawne reguły rachunkowe nadal obowiązują. 
Odkrycie tzw. szeregów naprzemiennych, dla których nie jest prawdą, 
że sumowanie można wykonywać w dowolnej kolejności spowodowało, 
iż konieczne stało się dokonanie rewizji zbyt szybkiego uogólnienia. Po- 
stawione pytanie dało początek specjalnym badaniom nad tym, jakie 
szeregi mają tę własność, że ich wyrazy można dowolnie przestawiać 
i grupować. Doprowadziło to do wyszukania szeregów, które zachowują 
własności sumy i wyłączenie takich, które ich w całej rozciągłości nie 
wykazują. Jakkolwiek dla jednych i drugich używa się pojęcia sumo- 
wania, to jednak zdawanie sobie sprawy z różnych własności, jakie może 
ono posiadać, niewątpliwie pogłębia także i samo pojęcie. A ponieważ 
matematyk podaje zawsze jasno sformułowane warunki i sposoby rozu- 
mienia wprowadzonych pojęć, przeto wśród matematyków nie ma w ta- 
kich wypadkach nieporozumień. Ta ostrożność w rozszerzaniu dawnych 
pojęć nosi nazwę „zasady uogólniania”. Możemy bowiem uogólnienia 
wprowadzać za pomocą definicji w zasadzie dowolnych, ale ich użytecz- 
ność jest zagwarantowana wtedy dopiero, gdy najważniejsze reguły 
i własności dziedziny pierwotnej są zachowane w dziedzinie rozsze- 
rzonej 55. 

Pozostaje jeszcze do nadmienienia, że uogólniające przejście od tego, 
co szczegółowe do tego, co ogólne może dotyczyć po prostu zniesienia 
pewnego ograniczenia, które wyznaczało pewną szczególną klasę obiek- 
tów. Do ilustracji tego stwierdzenia dobrze nadaje się przykład z try- 
gonometrii, na terenie której najpierw bada się funkcje trygonometrycz- 
ne kąta ostrego i po ich gruntownym rozpatrzeniu rezygnuje się z ogra- 
Il 
= 
nienia dotyczące funkcji trygonometrycznych kątów dowolnych. Podob- 
nie jest z badaniem własności trójkątów. Najpierw rozwiązuje się trój- 
kąty prostokątne, a potem, korzystając z poznanych własności, rozszerza 
się rozważany zbiór, dopuszczając do rozważań również dowolne. Zno- 
si się w ten sposób istotne ograniczenie zacieśniające zakres stosowania 
funkcji trygonometrycznych do rozwiązywania trójkątów 66. 


niczającej nierówności dla kątów 0<a< i stawia się pewne zagad- 


65 Por. Courant, Robbins. Co to jest matematyka s. 125; Peter. 
Gra z nieskończonością s. 121. 
66 Ilustruje to choćby spostrzeżenie uogólniającego związku między np. twier- 
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W tym wypadku mamy do czynienia z uogólnianiem już nie tylko 
ze względu na liczbę rozpatrywanych elementów, ale głównie idzie o ich 
rozszerzenie jakościowe. Rezygnacja ze specjalnej cechy, jaką posiadają 
trójkąty prostokątne (które są podstawą do wprowadzenia funkcji try- 
gonometrycznych), podsuwa pewne nowe problemy. Czy usunięcie jednej 
cechy powoduje istotne zmiany w sposobie korzystania z funkcji trygo- 
nometrycznych przy rozwiązywaniu trójkątów? Czy można mówi o funk- 
cjach kąta większego od ostrego? Jak wprowadzona zmiana wpływa na 
modyfikację odpowiednich twierdzeń? Czy będą one naturalnym uogól- 
nieniem poprzednich, dotyczących przypadku szczególnego (trójkątów 
prostokątnych)? 

Jak widać, nie mamy tu typowego rozumowania przez analogię, które 
pozwalałoby wyprowadzić konkretne wnioski; raczej analogia między 
rozważanymi obiektami nasuwa przypuszczenie, że znajdzie ona także 
swój wyraz w odpowiednich twierdzeniach o tych obiektach. Te wy- 
powiedzi językowe będą wtedy też między sobą analogiczne. 

Przytoczone przykłady dość sugestywnie pokazują, iż analogia między 
tym, co szczegółowe, a tym, co ogólne, tak typowa i charakterystyczna 
dla matematyki, jest istotnym stymulatorem powstawania nowych za- 
gadnień, pogłębiania starych i rozwoju problematyki. Łatwo jest spo- 
strzec, że ilustrują one korzystanie z uogólnień dokonywanych ze wzglę- 
du na liczbę składników (uzmiennianie pewnych stałych, budowanie co- 
raz obszerniejszych zbiorów) oraz na jakość rozpatrywanych obiektów. 
Czasem jedno rozszerzenie pociąga za sobą i drugie, jak np. wprowa- 
dzanie kolejnych zbiorów liczb. Nierzadko konstrukcji obszerniejszych 
zbiorów obiektów towarzyszy nieuchronnie rozszerzanie się odpowied- 
nich pojęć, które stają się coraz bardziej ogólne (pojęcie liczby, pojęcie 
funkcji, sumowania itp.). 

W toku rozważań uwydatniła się wyraźniej „dwukierunkowość” ana- 
logii pozwalającej na uogólnianie. „To, co szczegółowe” pełni nie tylko 
rolę ilustracji, dydaktycznego uwyraźnienia czy reprezentacji ogólniej- 
szego rezultatu, ale niejednokrotnie precyzuje i modyfikuje „to, co ogól- 


dzeniem Rolle'a a twierdzeniem Lagrange'a (por. Maurin. Analiza cz. 1 s. 52). 
Pierwsze pozwala znaleźć wartość pochodnej danej funkcji w punkcie z przedzia- 
łu, w którym funkcja jest ciągła, różniczkowalna w jego wnętrzu i przyjmuje te 
same wartości na jego końcach. Zaś drugie, znane jako twierdzenie o wartości 
średniej rachunku różniczkowego, pozwala określić wartość pochodnej w punkcie 
dla funkcji, która nie musi mieć takich samych wartości na końcach przedziału. 
Różnica pomiędzy funkcjami różniczkowalnymi i ciągłymi, o których mowa w 
obu twierdzeniach, dotyczy więc tylko nieistotnej cechy. Żąda się, aby jedna 
z nich przyjmowała te same wartości na końcach przedziału. Rezultat otrzyma- 
nego twierdzenia jest ogólniejszy i z łatwością pozwala otrzymać jako swój przy- 
padek szczególny twierdzenia Rolle'a. 
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ne”. Odnosi się to zwłaszcza do związków między odpowiednimi twier- 
dzeniami. Cała historia matematyki składa się z przeplatanych „rozsze- 
rzen” i „zwężeń”. Takie postęopowanie nazwał D. Hilbert, twórca 
i zwolennik formalizmu, metodą genetyczną. Przyznawał jej wysoką dy- 
daktyczną i heurystyczną wartość. Jednak ze względu na wynik osta- 
teczny i pewność logiczną poznania uważał, że pierwszeństwo należy 
się metodzie aksjomatycznej. Jeszcze dzisiaj jest wielu matematyków 
formalistów, dla których metoda konstruktywna jest „przednaukowa”. 
Wiadomo jednak, iż obydwie metody: genetyczna i aksjomatyczna nie 
stoją w żadnej teoretycznej sprzeczności. Można używać zarówno jednej, 
jak i drugiej. Ale historia rozwoju matematyki i poszczególnych jej dzie- 
dzin wskazuje, że aksjomatyczna ich postać zwykle przychodzi po okre- 
sie wielkiej (intuicyjnej!) twórczości, która jest okresem wzrostu, przy- 
nosi nowe idee, chociaż ścisłe warunki nie zostają jeszcze wtedy dokład- 
nie ujawnione. Dopiero potem następuje okres krytyki, matematycy 
spoglądają na przebytą drogę, wyłuskują istotę otrzymanych wyników, 
uściślają warunki, precyzują założenia — przezwyciężają okres „naiwny”. 
Bunge pisze: „[..] ten, kto wykonywał jakąś pracę matematyczną zgo- 
dzi się, że stymulujące siły matematyki są konstruktywne, że matema- 
tyk nie bierze gotowych platońskich idei i że aksjomatyka prawie zawsze 
reprezentuje sobą aposterioryczną rekonstrukcję” 67. 

Matematycy uznają, iż najwygodniejsze jest aksjomatyczne wprowa- 
dzanie różnych nowych obiektów, ale płacić trzeba brakiem konstrukcji. 
Nadto podejście aksjomatyczne jest mało kształcące. Jest pożyteczne 
i niezbędne wtedy, gdy teoria ma już bogatą treść i staje się nieprzej- 
rzysta 68, Najwyraźniej widać to na przykładzie teorii mnogości czy ra- 
chunku prawdopodobieństwa, które długo były uprawiane jako tzw. 
„teorie naiwne” i dopiero potem aksjomatyzowane. Należy nadto stwier- 
dzić, że pomimo całej metodologicznej elegancji formalizmów i niewąt- 
pliwej przydatności ich do umacniania podstaw, niesprzeczność np. wszy- 
stkich dotychczasowych aksjomatyzacji kantorowskiej teorii mnogości 
nie została jeszcze dowiedziona. A niesprzeczność jest dla formalistów 
jedynie rozstrzygającym momentem poprawności całej teorii. Konstruk- 
tywiści odrzucają zaś te twierdzenia (np. pewnik wyboru), które umoż- 
liwiają wypowiedzi o istnieniu zbiorów, bez podania metody ich kon- 
strukcji. A ponieważ nie ma żadnej sprzeczności pomiędzy konstruktyw- 
ną a aksjomatyczną teorią mnogości, przeto w matematyce współczesnej 
mamy dwa jej rodzaje równouprawnione. Do pracy nadają się obie. 


© Bunge. Intuicyja i nauka s. 79-80. Tego zdania jest także członek grupy 
N. Bourbaki, J. Dieudonnć. 
58 Por. Maurin. Analiza cz. 1 s. 25. 
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Mogą ze sobą współdziałać. Jeżeli jednak zajdzie konieczność zajmowa- 
nia się jedną i drugą postacią teorii mnogości, to spór będzie nieunik- 
niony. Jedna strona, wysuwając wygórowane wymagania, odmówi przez 
to samo drugiej prawa istnienia. Obydwa „obozy” zbliżają się do zgody 
w sprawie operowania nieskończonym. Konstruktywiści głoszą, że opero- 
wanie tym, co nieskończone, może być dokonywane jedynie za pomocą 
tego, co skończone. Odpowiada temu postulat Hilberta i zasadnicza myśl 
jego matematyki, iż przy dowodze niesprzeczności formalizmów operu- 
jących nieskończonością korzysta się ze środków skończonych. Wyda- 
wałoby się, że dzięki temu stwierdzeniu rozwiązują i jedni, i drudzy cen- 
tralny dla całej matematyki problem nieskończoności. Niewątpliwie teo- 
ria mnogości i próby wyeliminowania z niej rodzących się sprzeczności 
stały się okazją do podjęcia teoretycznych rozważań nad bardzo ogólnymi 
zbiorami nieskończoności. Ale do końca tej sprawy jeszcze nie wyjaś- 
niono. Nie udowodniono wprawdzie niesprzeczności teorii mnogości i nie 
wykryto w niej dotychczas sprzeczności, ale dalej nie wiadomo, jak np. 
rozstrzygnąć tzw. hipotezę continuum oraz ustalić jej miejsce w syste- 
mie. Nie tak dawno J. P. Cohen wykazał niezależność tej hipotezy od 
pewnika wyboru. Dzięki temu można się posługiwać dowolnie wybra- 
nymi systemami teorii mnogości: z hpiotezą continuum lub z jej ne- 
gacją. A ze względu na niezależność także i pewnika wyboru można 
posługiwać się kantorowską (z pewnikiem wyboru) teorią mnogości bądź 
niekantorowską (z negacją pewnika wyboru). 

Sprawę relacji, jaka niewątpliwie istnieje między tym, co skończone 
i tym, co nieskończone, pozostawiamy jednak do osobistego rozpatrzenia. 
Wydaje się bowiem, że jest to relacja obejmująca także analogię pozwala- 
jącą na uogólnianie, ale niekoniecznie ograniczając się do przedmiotów 
z jednej dziedziny. 

Obecnie wypada poświęcić nieco uwagi innej analogii, która daje się 
zauważyć w każdej dziedzinie matematycznej, jako typowa analogia 
struktur myślowych wywierających wpływ na twórczą pracę matema- 
tyków. Rozważymy analogię między tym, co skomplikowane, i tym, co 
uproszczone w oddzielnym paragrafie. 


4. ANALOGIA MIĘDZY TYM, CO SKOMPLIKOWANE, I TYM. 
CO UPROSZCZONE 


Jest niemal truizmem podkreślanie obecności tego typu analogii, tak 
oczywiste jest szukanie i odkrywanie coraz prostszych sformułowań, co- 
raz mniej skomplikowanych warunków, ograniczających dziedzinę przed- 
miotową, coraz jaśniejszych przykładów ilustrujących i wyjaśniających 
badaną dziedzinę. Wydaje się, że w tym przypadku analogii, podobnie 
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jak i między tym, co szczegółowe a tym, co ogólne, dość łatwo można 
dostrzec już tam wspomnianą „dwukierunkowość”, swoistą symetrycz- 
ność inwencyjną. Jeżeli bardziej znanym jest skomplikowane, naturalne 
okazuje się poszukiwanie uproszczeń, które byłyby w stosunku do niego 
analogiczne, i to zarówno w płaszczyźnie syntaktycznej, jak i semantycz- 
nej. To znaczy stawia się zagadnienia dotyczące prostszych sformułowań 
językowych albo określa się (prostszą) problematykę w zakresie bada- 
nych dziedzin. Znowu, gdy to, co bardziej znane, ma stosunkowo pro- 
stą strukturę, na ogół wysuwa się nowe problemy, ukierunkowując ba- 
dania na znalezienie rozwiązań dla bardziej skomplikowanych dziedzin 
przedmiotowych. Dla nas nie jest istotne, która analogia jest pierwotna, 
a która wtórna, wydaje się bowiem, że w konkretnych badaniach mogą 
równie dobrze obie spełniać rolę stymulatora nowych zagadnień. 

Dla lepszego zdeterminowania omawianej analogii i zbadania funkcji, 
jaką ona może pełnić w myśleniu matematycznym, wydaje się koniecz- 
nym bliższe scharakteryzowanie członów biorących udział w tej ana- 
logii. Zanim to uczynimy, warto zwrócić uwagę, że należy odróżnić syn- 
taktyczne i semantyczne podejście, i to zarówno w stosunku do tego, co 
uproszczone, jak i tego, co skomplikowane. Bowiem uproszczony może 
być opis przedmiotu lub dziedziny, sformułowanie językowe warunku, 
twierdzenia, a także dowód jakiegoś twierdzenia czy układ założeń w 
teorii już sformalizowanej. Ale też uproszczony może być sam przed- 
miot, badana dziedzina przedmiotowa czy klasa przedmiotów. Rozwa- 
żając więc analogię między tym, co skomplikowane, a tym, co uproszczo- 
ne, należy zachować ostrożność w dokonywaniu porównań, aby pomie- 
szanie płaszczyzn nie prowadziło do błędnych wyników. Proponowane 
rozróżnienie powinno również pomóc w ustaleniu sposobu rozumienia 
„uproszczonego”. Ponieważ człony omawianej analogii są komplemen- 
tarne względem siebie, opisanie więc jednego z nich pozwoli zdać spra- 
wę ze sposobu rozumienia drugiego. 

Zwróćmy najpierw uwagę, że „proste? czy ,„uproszczone” jest po- 
jęciem relatywnym. Zawsze należy ustalić typowy kontekst dla niego 
i odpowiedni punkt odniesienia, tzn. odpowiedzieć na pytanie: ze wzglę- 
du na co uznajemy, że coś jest proste lub prostsze? Bowiem na ogół to, 
co prosto wyrażone, prosto sformułowane, nie musi być istotnie pro- 
stsze. Często właśnie krótkie i przejrzyste (ze względu na sposób sfor- 
mułowania) wypowiedzenie jakiegoś twierdzenia jest bardzo skompli- 
kowane w treści, ponieważ użyte w nim pojęcia są tak bogate albo tak 
ogólne, że nie ułatwiają lub nie pozwalają natychmiast wniknąć w isto- 
tę przedstawionego problemu. Zatem mówiąc o uproszczonym opisie ję- 
zykowym, wcale nie musimy mieć na uwadze dalszej nierozkładalności 
czy nieeliminowalności skomplikowanych terminów. Jeżeli chcielibyśmy 
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na drodze rugowania bogatych terminów otrzymać wypowiedź jakiegoś 
twierdzenia, w której już nie występowałyby niezrozumiałe pojęcia, a je- 
dynie znane pojęcia pierwotne, to z pewnością nie byłaby to prosta 
i jasna wypowiedź. 

Wystarczy spróbować ze zdania: n jest liczbą pierwszą, wyelimino- 
wać zwrot „pierwsza”. Otrzymuje się wtedy np. zdanie: n jest liczbą 
naturalną i dla wszystkich liczb naturalnych h i k, jeżeli n=h*k, to h 
lub k równa się 1. Można dalej dążyć do wyeliminowania mnożenia przez 
rozwinięcie wzoru n=h'k na zdanie: klasa n elementów rozkłada się 
na h części mających po k elementów, aby potem zastąpić „część” klasy 
prostszym pojęciem należenia. Otrzymuje się wtedy następująca postać: 
dla każdej klasy x zawierającej n elementów istnieje taka klasa y zawie- 
rająca h elementów, że każdy element klasy y zawiera k elementów 
i elementy klasy y nie mają elementów wspólnych oraz wszystkimi, a za- 
razem jedynymi elementami klasy y, są elementy klasy x 59. 

Nietrudno jest zauważyć, że zdania stają się coraz bardziej zawikła- 
ne w miarę, jak postępuje proces redukowania zasobu terminów pier- 
wotnych. W ostatnim przytoczonym sformułowaniu można dalej dążyć 
do wyeliminowania zwrotu „x ma n elementów” i zwrotów pokrewnych. 
Ale w ten sposób nie zyskamy przejrzystości ani jasności wypowiada- 
nych zdań. Wprawdzie podstawowych terminów pierwotnych jest rze- 
czywiście coraz mniej, ale nie ułatwia to szybkiego uchwycenia istoty 
wypowiedzi. Przytoczony przykład pokazuje również, jak uproszczona 
treść nie musi iść w parze z uproszczoną formą wypowiedzi, a często 
właśnie przeciwnie — prosta forma wypowiedzi, uproszczony opis ja- 
kiegoś przedmiotu wiąże się z użyciem bardzo ogólnych pojęć, będą- 
cych na ogół abstrakcyjnymi ujęciami struktur, które występują w wie- 
lu dziedzinach matematyki. Te wysoce abstrakcyjne pojęcia pozwalają 
jaśniej i w sposób ujednolicony ująć podstawowe elementy strukturalne 
w większości działów matematyki, nie rezygnując z całej ich różnorod- 
ności i przewidując jeszcze szerszy zakres nie wykrytych możliwości 
ich zastosowania. 


68 Zob. Quine. Podstawy matematyki s. 148-172. Autor przytacza kilka 
przykładów eliminowania terminów niejasnych i pokazuje jak otrzymana wypo- 
wiedź ostatnia nie tylko wydłuża się, ale też zatraca przejrzystość, staje się bar- 
dzo zawikłana i rozwlekła. Wprawdzie przeprowadza swoje rozważania dla innych 
celów, ale sądzimy, że przy okazji dobrze ilustrują nasz punkt widzenia. Należy 
podkreślić, że problem redukowalności wiąże się z granicami stosowania formaliza- 
cji. Może zdarzyć się, że stosując mechanizm formalny do granic jego generatyw- 
nych możliwości zbudujemy tak długie i skomplikowane formuły, że zniknie 
wszelka możliwość intuicyjnej interpretacji. „Twierdzenia” tak otrzymane będą — 
być może — formalnie poprawne, lecz semantycznie będą bez znaczenia. Zniknie 
czytelność takich formuł. 
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Jako przykład można przytoczyć pojęcie grupy struktur algebraicz- 
nych i całą teorię z nim związaną ”. Elementami grupy mogą być liczby, 
obroty brył gemoetrycznych, deformacje przestrzeni rozmaicie określane 
albo przestawienia n obiektów oraz inne twory matematyczne. Wydobycie 
z pewnej liczby grup szczegółowych struktury wspólnej dla nich wszy- 
stkich, pozwoliło rozwinąć teorię tej struktury. Nie jest to przypadkowe, 
raczej wyraża stałe dążenie w matematyce w kierunku rosnącej abstrak- 
cji i ogólności, a to już w następstwie prowadzi do jaśniejszych, wyraź- 
niejszych i prostszych ujęć strukturalnych własności przedmiotów ma- 
tematycznych. Ogólna zatem teoria grup niejako reprezentuje teorie po- 
szczególnych grup, jest w pewnym sensie teorią wszystkich grup, które 
podpadają pod ogólny sposób rozumienia grupy. Wtedy prostszy i jaśniej- 
szy (ze względu na pewien aspekt) opis przedmiotów matematycznych 
związany jest nieuchronnie z bardziej ogólnym i bogatszym ujęciem sa- 
mego przedmiotu. 

W wielu działach matematyki uogólnione abstrakcyjne pojęcie jest 
prostsze, łatwiejsze i precyzyjniej wyrażające istotę rzeczy niż jego pra- 
Źródło. Jednak nawet w takich przypadkach zawsze istnieje konkretny 
specjalny przypadek, który jest prostszy i który daje bardziej intuicyjną 
ilustrację uogólnienia. Prawie zawsze można objaśnić skomplikowany 
specjalny przypadek i jego uogólnienie przez przedyskutowanie pro- 
stszych pokrewnych, podobnych rzeczy. 

Dlatego często to, co uproszczone utożsamia się z tym, co jest bar- 
dziej intuicyjnie uchwytne, z tym, co pozwala przez swą prostotę do- 
trzeć do bazy intuicyjnej rozważanego problemu. Mówi się też często 
o uproszczonym ze względu na założony cel. Skutkiem takiego uproszcze- 
nia jest najczęściej przybliżenie dziedziny rozważanej, z uwagi na dy- 
daktyczne lub ilustracyjne funkcje, jakie niewątpliwie uproszczenie po- 
siada. Nietrudno jest to zauważyć choćby na przykładzie, często mają- 
cym zastosowanie w nauczaniu matematyki, odwoływania się do obrazo- 
wego, ilustracyjnego przedstawienia geometrycznego rozstrzygnięć anali- 
tycznych. To powoduje, że bardzo przydatne dydaktycznie są wszelkie 
wykresy, grafy, diagramy i inne sposoby geometrycznego uprzystępnie- 
nia różnych treści”1. Ale w tym miejscu można wyraźniej podkreślić 


7 Grupą nazywa się zbiór elementów matematycznych, gdy określona jest 
reguła składania dwóch elementów w takich sposób, że w wyniku otrzymuje się 
jakiś element zbioru. Reguła składania ma spełniać warunek łączności. Następnie 
zbiór musi zawierać element neutralny ze względu na składanie (czyli „jedność ”) 
oraz dla każdego elementu zbioru musi istnieć element „odwrotny”, których zło- 
żenie jest elementem jednostkowym. 

71 Nierzadko podkreśla się „genetyczne? znaczenie geometrii. Mówi sie, że 
geometria jest naturalnym i prawdopodobnie niemożliwym do zastąpienia łączni- 
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relatywność samego pojęcia uproszczenia, bo dość łatwo jest pokazać 
występujący między obydwoma ujęciami izomorfizm szeregu odpo- 
wiednich relacji zachodzących w każdym z przedstawień. Geometryczne 
zaś wydaje się prostsze ze względu na poglądowość swego ujęcia, lepszą 
„wyobrażalność” abstrakcyjnych nieraz ujęć analitycznych. 

Warto również zwrócić uwagę na to, że prostota pojęciowa i ubogie 
elementarne środki zastosowane w dowodach, czynią je nieraz bardzo 
skomplikowanymi. Wystarczy prześledzić na przykład dowody niemożli- 
wości kwadratury koła, trysekcji kąta, jakie prowadził H. Steinhaus 
metodami elementarnymi, a które znacznie upraszczają się przy zastoso- 
waniu teorii grup Galoisa. A dążenie matematyków do poszukiwania co- 
raz prostszych dowodów, krótszych i bardziej intuicyjnych, a często 
przeprowadzonych bardziej przejrzystą techniką, jest ogólną tendencją 
w całej matematyce. Dobrej, jak się wydaje, ilustracji dostarcza prześle- 
dzenie historii znanych problemów Hilberta i ciągle udoskonalanych 
upraszczanych dowodów rozwiązań poszczególnych zagadnień ??, 

Dla otrzymania pełniejszego obrazu charakteryzowanych członów 
omawianej analogii zatrzymajmy się chwilę przy twierdzeniach, o któ- 
rych można powiedzieć, że są prostsze. Wydaje się, że taką roię pełnią 
na ogół w teorii matematycznej lematy, tzn. twierdzenia prostsze, ze 
względu na klasę przedmiotów, do których się odnoszą bądź wagę pro- 
blemu, który rozstrzygają. Elementarny przykład pozwoli to bliżej wy- 
jaśnić. Mamy udowodnić nierówność 

A+a+B+b BARPETE C+c+A+a 
Ata+tB+b+te+r | B+b+C+ctatr  CictAtatbtr 


kiem między zwykłym językiem a sformalizowanym żargonem matematycznym. 
Stadium myślenia geometrycznego jest etapem nie do ominięcia w normalnym 
rozwoju racjonalnej działalności człowieka. Tak było w historii myśli ludzkiej, 
tak być powinno w normalnym rozwoju myślenia racjonalnego. Obiekty algebraicz- 
ne, ujmowane analitycznie, są zbyt ubogie semantycznie, by dały się uchwycić 
bezpośrednio tak, jak to jest z figurami geometrycznymi. Do tego dołącza się 
ubóstwo heurystyczne algebry, w której każda nowa trudność wymaga nowych 
metod do otrzymania rozwiązania. Matematyk łatwiej przekazuje swoje intuicje 
za pomocą geometrycznego języka (zob. np.: Thom. Matematyka „nowoczesna”: 
pomyłka pedagogiczna i filozoficzna? s. 113-129; tenże. Czy istnieje matematyka 
nowoczesna? s. 142. 

2 Zob. Demidow. Problemy Hilberta s. 201-219. 

Warto odnotować, iż tej miary uczony co Hilbert podkreślał, że przy rozwiązy- 
waniu problemów matematycznych należy zwrócić uwagę na umiejętność rozwią- 
zania pewnego prostszego problemu oraz dostateczność uogólnienia tak, aby roz- 
ważany problem okazał się jednym z ogniw łańcucha problemów pokrewnych. 
Zaś wśród cech dobrego problemu wymienia m. in. jasność i przystępność, ponie- 
waż zagmatwanie i niepotrzebne skomplikowanie odstręcza od podjęcia próby 
szukania rozwiązań. 
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w której wszystkie litery oznaczają liczby dodatnie. W tym celu zauważ- 
my, że zachodzi następujący lemat: jeśli p, q, x, y oznaczają liczy dodat- 


1 , : a zę 
nie, to nierówności = > e i x> y pociągają za sobą nierówność 


RES 
X+p y+q 


Rzeczywiście, z założenia jest > io 0 i x>y>0 wobec czego 


x M : pd 
0, KANWAĘGNSC SR 
a” aq DE Ar 
W takim razie 0 > 1 p <1+ A. czyli gostes yag 
x y X a 
i ER 
8 WIĘC mn YWY 


Lemat został więc udowodniony. Ponieważ À, B, C, a, b, c, r są liczbami 


il 
dodatnimi, więc =TEEGL Eh Ata+B+b>A+a 


GET 
wobec czego, zgodnie z udowodnionym lematem, 
1) Pis un Sn e 3 A+a 
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Podobnie 
RER ME Pe 
AST A+atb+r 
a więc, na podstawie udowodnionego lematu, 
(2) Bb Cre 3 Che A 
BbrrCrerenr C-FerFAGEATEDZNE 


BTTO CACHO 


Dodając stronami nierówności (1) i (2) otrzymujemy nierówność, której 
prawdziwość mieliśmy wykazać 73. 

Nie trzeba wyjaśniać roli, jaką spełnia w przytoczonym przykładzie 
udowodniony wcześniej lemat. Dowód jego był nie tylko łatwiejszy do 
przeprowadzenia, ale też bardziej intuicyjny. Mniejsza klasa przedmio- 
tów, do których się odnosił, sprawiała, że bardziej uchwytne stały się 

18 Przykład został zaczerpnięty ze zbioru zadań H. Steinhausa (Sto zadań 
s. 14, 70-71). Czasem dla uproszczenia zbyt skomplikowanego, długiego dowodu, za- 
miast przeprowadzać go dokładnie ze wszystkimi szczegółami, podaje się ideę, 
szkic dowodu, aby ułatwić wniknięcie w jego istotę, uchwycenie logicznej prostoty 
kolejnych etapów oraz sprawdzenie jego ogólnej poprawności. Taki sposób pre- 
zentacji niektórych dowodów ma szczególny walor dydaktyczny. 
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związki zachodzące między jej elementami. Nie trzeba przeprowadzać 
głębokich analiz, aby zauważyć heurystyczną funkcję udowodnionego 
wcześniej lematu w stosunku do poszukiwanego dowodu nieco bardziej 
złożonego problemu. Dodajmy jeszcze i tę zaletę, która w tym miejscu 
jest szczególnie godna zaakcentowania, że wykorzystanie lematu znacznie 
skróciło właściwy dowód i uczyniło go bardziej przejrzystym. 

Gdy mowa jest o twierdzeniach prostszych, należy wspomnieć także 
o innej tendencji występującej w matematyce — szukanie równoważ- 
nych, ale prostszych sformułowań dotyczących pewnych związków. Przy- 
kładem może tu być V postulat Euklidesa o równoległych 74. Poszukiwa- 
nie równoważników tego aksjomatu, ale takich, które byłyby od sfor- 
mułowania zaproponowanego przez Euklidesa prostsze i bardziej intui- 
cyjnie przekonywujące, były żywe wśród matematyków wielu wieków. 
Wydaje się, że jest to nowy aspekt poszukiwania uproszczonego w prak- 
tyce badawczej matematyków 75. 

Wypada odnotować też, że dla sformalizowanej teorii określa się 
prostotę w zależności od przyjętych na początku założeń. Teoria jest 
prosta, gdy z dość „ubogich” założeń zostają wyprowadzone ciekawe 
i zaskakujące konsekwencje. Gdy znany jest pewien układ aksjomatów 
dla jakiejś teorii, na ogół rodzi się problematyka związana z uproszcze- 
niem wprowadzonych założeń. Związane to jest z szukaniem bardzo ogól- 


74 Euklides sformułował aksjomat w następującym brzmieniu: jeżeli prosta n 
przecinająca proste 1 i m tworzy z nimi kąty jednostronne wewnętrzne dające w 
sumie mniej niż 180°, to proste 1 i m przecinają się po tej samej stronie prostej m, 
po której leżą wspomniane kąty. Proponowano wiele równoważnych aksjomatów. 
Jeden z nich pochodzi od J. Playfaira i brzmi: dla danej prostej 1 i danego 
punktu P nie leżącego na prostej 1 istnieje tylko jedna prosta leżąca na płaszczyź- 
nie wyznaczonej przez prostą 1 i punkt P, która przechodzi przez ten punkt i nie 
przecina prostej l (por. Kline. Geometria s. 77; Newsom. Istota matematyki 
s. 56-62. 

75 Tarski np. podaje dwa równoważne układy pewników U* i U**, które 
wystarczają do ugruntowania całej arytmetyki. Pierwszy posiada szereg walorów 
metodologicznych: jest zewnętrznie najprostszy spośród innych znanych układów, 
które dają dostateczną podstawę dla ugruntowania całej arytmetyki oraz wszyst- 
kie pewniki i wszystkie terminy pierwotne są niezależne. Natomiast wartsii áy- 
daktyczna jest dość mała, prostota podstawowych założeń pociąga za sobą znaczne 
komplikacje w dalszych wywodach. Drugi zaś zawiera dwukrotnie więcej pewni- 
ków, które nie są wzajemnie niezależne. Terminy pierwotne również nie są nieza- 
leżne. Można go więc znacznie uprościć, redukując ilość pewników i terminów 
pierwotnych. Ale w wyniku tych uproszczeń zmalałaby wartość dydaktyczna 
układu U**, Na jego gruncie można bowiem w sposób naturalny i zupełnie ele- 
mentarny rozwinąć najważniejsze działy arytmetyki (O logice matematycznej s. 155- 
-169). Czasem w celu uproszczenia sformułowań twierdzeń wprowadza się wcześ- 
niej różne definicje ustalające nowe terminy, obiekty spełniające jakieś warunki 
oraz przyjmuje się pewne oznaczenia skracające znacznie rozmaite wypowiedzi. 
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nej i dostatecznie bogatej formuły, z której dałoby się wyprowadzić jak 
najwięcej tez. Zauważmy, iż z jednej strony należałoby zająć stanowisko 
w sprawie relacji prostoty tu wspomnianej do ogólności teorii, a z drugiej 
rozstrzygnąć, czy nie jest to jeden z przypadków tzw. prostoty porów- 
nawczej. Ostatecznie chodzi przecież o prostsze sformułowania układu 
postulatów, aby nie zachwiana jednak została ani ogólność, ani dokład- 
ność już znanej teorii. 

Wyeksplikujemy jeszcze pewne spostrzeżenia dotyczące uproszczo- 
nych przedmiotów matematycznych 76. Wiąże się to nierozdzielnie z wy- 
mienianą już wcześniej tendencją do szukania prostszych dowodów twier- 
dzeń. Często zaś wyrazem owego dążenia jest konstruowanie dla tego 
celu uproszczonych obiektów matematycznych, które wykazywałyby pod- 
stawowe własności określone warunkami twierdzenia, ale pod pewnymi 
względami będąc prostszymi obiektami, ułatwiałyby znalezienie ogólnej 
idei rozwiązania. Przykładów takiej praktyki nie trzeba daleko szukać. 
Często spotyka się w matematyce wypowiedzi typu: „dla prostoty roz- 
ważeń połóżmy ([...]”, „dla wygody przyjmujemy ([..]”, „dla ustalenia 
uwagi założymy [...]*. 

Niewątpliwie wiąże się to z nałożeniem na rozpatrywany zbiór 
przedmiotów (lub jakąś dziedzinę) nowych warunków, które ją wy- 
raźnie zawężają, ograniczają i determinują, zależnie od tego, czy te wa- 
runki są prostsze. Gdy np. mamy rozwiązać równanie n-tego stopnia 
«"+a;x” 1+...+a;=0 o całkowitych współczynnikach dy, Qə... Qu, Ce- 
lowe wydaje się rozpocząć rozwiązywanie od poszukiwania pierwiastków 
całkowitych. Nakładając na zmienną x dodatkowe żądanie, by była ona 
liczbą całkowitą, dokonujemy zawężenia warunku, określającego zbiór 
poszukiwanych pierwiastków. Ale znalezienie pierwiastków całkowitych 
(które muszą być podzielnikami współczynnika a,) jest względnie proste 
i jeżeli taki pierwiastek uda nam się znaleźć, to możemy obniżyć stopień 
rozważanego równania, co znacznie ułatwia poszukiwanie pozostałych 
pierwiastków 77. 

Mówiąc o prostszych (względem jakiegoś innego obiektu) przedmio- 
tach lub ich klasach należy przynajmniej wspomnieć o prostych obiek- 

7 Steinhaus np. podał bardzo prosty przykład szeregu trygonometrycznego 
rozbieżnego wszędzie o wyrazach dążących do zera. Do tego czasu znane przykłady 
były bardzo skomplikowane (O pewnym szeregu trygonometrycznym rozbieënym 
s 219-227). 

17 Omówiony przykład przytaczamy za Pólyą (Odkrycie matematyczne s. 232). 
Dalej podaje on (s. 235-236) inny przykład obrazujący poszukiwanie kontrprzykładu 
obalającego rzekome twierdzenie ogólne. Jest to szukanie jednego obiektu spełnia- 
jącego warunek zadania. Idąc za wskazówką Leibniza podkreśla, że w takiej sytu- 
acji koniecznie należy określić dodatkowe warunki, zgodne z warunkami pierwot- 
nymi. Na ogół szuka się ich wśród prostych i lepiej znanych przypadków. 


„uż 
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tach pierwotnych. Każda dziedzina na początku przyjmuje takie niezło- 
żone, niedefiniowane przedmioty. Dla geometrii będą to punkty, proste; 


dla arytmetyki — liczby naturalne; dla teorii mnogości — zbiór przeli- 
czalny liczb naturalnych; dla topologii — przekształcenie niezmiennicze 
itp. Te 


Na szczególną uwagę zasługują takie obiekty, dla których można 
stwierdzić izomorfizm, mimo tego, że zestawienie ich ze sobą posiada 
wyraźne cechy relacji uproszczone — skomplikowane. Przykładu może 
dostarczyć izomorfizm, jaki zachodzi między dowolną n-wymiarową, rze- 
czywistą przestrzenią wektorową a przestrzenią liczbową R”. Nie trzeba 
specjalnie akcentować, że prostsza i bardziej znana jest przestrzeń licz- 
bowa. Stwierdzenie takiego izomorfizmu nie tylko inspiruje do stawiania 
nowych zagadnień, ale sugeruje także pewne rezultaty łatwiejsze do 
uzyskania dla prostszego obiektu. 

Ale też dopowiedzmy zaraz, iż w równym stopniu wykazują mate- 
matycy skłonności do komplikowania różnych prostych wyników, upro- 
szczonych przedmiotów, jasnych sformułowań. Nowe dziedziny dociekań 
powstają często na styku rozmaitych rozszerzeń, „skomplikowania” stru- 
ktur przedmiotów pierwotnych wziętych do rozważań. Np. wprowadzenie 
do rozważań bardzo wyidealizowanych, ezoterycznych przestrzeni abstra- 
kcyjnych, których „punktami” są zwykle funkcje, a odległość między 
dwoma punktami jest miarą różnicy między dwiema funkcjami, stało się 
początkiem tzw. analizy funkcjonalnej. Albo przeniesienie rozważań z 
płaszczyzny rzeczywistej na zespoloną i dopuszczenie, aby współrzędne 
przyjmowały wartości zespolone, a nawet wartości z pewnych ciał alge- 
braicznych spowodowało, że nawet tak proste równanie jak x?+y?—25, 
które dla x i y rzeczywistych przedstawia okrąg, może być równaniem 
skomplikowanej powierzchni Riemanna lub jakiegoś innego tworu tak 
skomplikowanego, że byłoby trudno go sobie wyobrazić. 

Przeprowadzone rozważania, których celem było scharakteryzowanie 
członów analogii między tym, co skomplikowane a tym, co uproszczone, 
poprzez dokonanie pewnych rozróżnień uwzględniających relatywność 
obu pojęć, zdeterminowały jednocześnie rzeczoną analogię. 

W trakcie przedstawiania różnych sposobów rozumienia tego, co upro- 
szczone (i komplementarnie do niego także tego, co skomplikowane) stara- 
no się o równoczesne zaznaczanie kierunku stałych poszukiwań matema- 
tyków. Rekonstrukcja praktyki badawczej w matematyce nie jest łatwa, 
ale przytaczane raz po raz przykłady świadczą o wyraźnej skłonności do 


78 Każdy przedmiot, a nawet każda jego mała część ma swoje proste aspekty. 
Powiązanie ich z podstawami rozważanej dziedziny, z tym, co jest powszechnie 
znane i ze starszymi (klasycznymi) działami matematyki eksplikuje i znacznie ujaś- 
nia rozważaną problematykę. 
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oscylowania między wyróżnionymi członami rozważanej analogii. Warto 
odnotować w tym miejscu narzucającą się sugestię, że podobnie jak przy 
poprzednio analizowanych analogiach, należy zachować ostrożność w 
wyprowadzaniu zbyt pochopnych wniosków. Każdy konkretny przypa- 
dek powinien być przedmiotem dokładnych dociekań, które ustalają sto- 
pień podobieństwa, stanowiącego podstawę analogii. Dodajmy jednak 
zaraz, że nie należy lekceważyć różnic, jakie występują między człona- 
mi analogii, ponieważ nierzadko mogą się one okazać bardziej znaczące 
przy stawianiu nowych zagadnień niż podobieństwa. Odnotowując te 
ogólne spostrzeżenia, pragniemy jednocześnie zaakcentować wspólną dla 
wszystkich dyscyplin matematycznych tendencję do formułowania nie- 
znanego, na wzór zbadanego i bardziej znanego. 


Rozdział III 


STAWIANIE PROBLEMÓW NA PODSTAWIE ANALOGII 
MIĘDZY RÓŻNYMI DZIEDZINAMI MATEMATYKI 


Dotychczasowe rozważania ograniczono do analogii dających się zau- 
ważyć lub hipotetycznie wprowadzić w jednej dziedzinie matematycznej. 
Były to głównie analogie zachodzące między rozmaitymi obiektami ma- 
tematycznymi. Rozważano je zarówno w płaszczyźnie syntaktycznej, 
jak i semantycznej. Podejmowano niejednokrotnie próbę pokazania, że 
są to na ogół analogie wzajemnie sprzężone. Często bowiem to, co jest 
możliwe do. szybkiego i narzucającego się zidentyfikowania w jednej 
płaszczyźnie, jest wyrazem i odzwierciedleniem tego, co występuje w 
sposób ukryty także i w innej. Okazało się również, że analogia czynnoś- 
ci twórczych matematyków (aspekt dynamiczny) znajduje swoje odbicie 
w ich rezultacie (aspekt statyczny), tzn. w matematyce jako już ukształ- 
towanej nauce. Dlatego wydaje się, iż przykładów odnośnych analogii 
można szukać bądź analizując proces dochodzenia do tez, tworzenia no- 
wych zagadnień i odkrywania nowych obszarów problemowych, bądź ba- 
dając obecność analogii w matematyce, jako wyniku tego twórczego 
procesu. 

Podjęto próbę synchronicznego, w miarę możliwości, rozpatrywania 
przejawów analogii w myśleniu matematycznym. Było to podyktowane 
zadaniem ukazania funkcji, jaką analogia może pełnić w tym myśleniu 
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i jaką faktycznie pełni. Ujęcie zaś tej funkcji jednocześnie od strony 
pragmatycznej i apragmatycznej pozwoliło szerzej spojrzeć na naturę 
analogii i wszechstronniej ocenić jej obecność w różnych dziedzinach ma- 
tematycznych. Mimo, że starano się zacieśnić obszar rozważań do jednej 
dziedziny, przykłady czerpano z rozmaitych teorii. Chodziło bowiem 
o to, aby jaśniej ukazać, że eksplikowana rola analogii jest swoistością 
matematycznego myślenia w ogóle, a nie tylko znamieniem jakiejś spec- 
jalnej, konkretnej, wybranej dziedziny. Dążeniem ogólnym była chęć wy- 
dobycia typowych struktur myślowych, które już w obrębie jednej dzie- 
dziny stają się spolaryzowanym oscylowaniem między członami odpo- 
wiednich analogii. Egzemplifikacje tezy nie zawsze jednak wiernie prze- 
strzegały tego założenia. Czasem nie dało się wyraźnie oddzielić dziedzin 
matematycznych. A czasem rezygnowano z tego rygoru świadomie, zwła- 
szcza gdy uzyskiwano przez to najbardziej jaskrawe przykłady omawia- 
nych analogii. Miało to miejsce szczególnie wtedy, gdy ilustracje doty- 
czyły analogii pozwalającej na uogólnianie, a nade wszystko tej odmiany, 
która występuje między skończonością a nieskończonością. Nie jest bo- 
wiem odosobniony w matematyce przypadek, że uogólnione pojęcie (czy 
jakiś obiekt) staje się punktem wyjścia nowej teorii, mającej wiele róż- 
norodnych powiązań ze starą. Spostrzeżenie tego niedociągnięcia staje 
się jednocześnie powodem i racją podjęcia próby osobnego rozważenia 
roli, jaką pełni w wyszukiwaniu problemów analogia między różnymi 
dziedzinami matematyki. 

Dla lepszego usystematyzowania uwag, które mamy zamiar na ten 
temat poczynić, wydaje się wskazanym osobno przeanalizować wymie- 
nioną już analogię, której podstawą jest pewne uogólnienie podstawo- 
wych pojęć przedmiotów oraz oddzielnie potraktować inne rodzaje ana- 
logii między dziedzinami matematycznymi. Zanim jednak to uczynimy, 
należy najpierw dokonać koniecznych ustaleń co do terminologii oraz 
sposobu przeprowadzania zamierzonych badań. Posługiwaliśmy się już 
wprawdzie dotychczas terminem ,dziedzina”, ale należy w tym miejscu 
wyraźnie sprecyzować akceptowane stanowisko w tej materii. 

Już sformułowanie tytułu obecnego rozdziału sugeruje odpowiednie 
podejście do zagadnienia. Uwarunkowane ono jest określonym pojmo- 
waniem matematyki i jej przedmiotu. W zależności bowiem od przyjętej 
determinacji matematyki i jej przedmiotowego ujęcia możliwe są dwa 
różne stanowiska w tej sprawie. 

W ramach tych koncepcji, które matematykę tzw. czystą traktują 
wyłącznie syntaktycznie, jako system niezinterpretowanych symboli for- 
malnych i reguł ich składania i przekształcenia, utożsamia się ją z języ- 
kiem sformalizowanym. Uważa się wtedy, że terminom matematycznym 
nie należy przypisywać żadnego określonego sensu, że w matematyce 


Roczniki Filozoficzne — 15 
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nie wiadomo, o czym się mówi, ani też czy to, co się mówi jest prawdzi- 
we (B. Russell). Jest to tendencja do przesadnego uwydatniania for- 
malnego charakteru teorii matematycznych (i w ogóle apriorycznych). 
Tak np. głoszą neopozytywiści, którzy przesądzają, że nauki aprioryczne 
są jedynie systemem reguł logicznej składni języków formalnych i że 
nie opisują żadnej dziedziny przedmiotowej ©. Na gruncie takiego sta- 
nowiska można by jedynie rozważać problem występowania analogii 
między teoriami sformalizowanymi i roli, jaką ona mogłaby pełnić przy 
konstrukcji takich teorii (od strony syntaktycznej). Byłaby to analogia 
czysto językowa, skoro teorie porównywane utożsamione są z odpowied- 
nimi niezinterpretowanymi językami. Analogia ta (w szerokim sensie) 
byłaby podstawą odwzorowania dedukcyjnej struktury jednej teorii w 
drugiej, tzn. pomiędzy terminami oraz tezami obydwu teorii zachodziłyby 
odpowiednio jedno-jednoznaczne relacje. Zatem jedną z tych teorii moż- 
na by traktować jako model syntaktyczny drugiej 50. Cała trudność po- 
lega jednak na tym, że w toku dyskusji z neopozytywizmem okazało się, 
że logiczna składnia języka zakłada pewne rozstrzygnięcia z zakresu 
semantyki 51. Mówiąc choćby o interpretacji jakiejś teorii T w innej 
teorii T', odwołuje się niekiedy do pewnych pojęć semantycznych. Po- 
daje się bowiem następujące określenie: jeśli aksjomaty pewnej teorii 
T pozostają zdaniami prawdziwymi, gdy nadamy terminom pierwotnym 
w nich występującym sens zaczerpnięty z jakiejś innej teorii T’, to teoria 
T ma interpretację w teorii T’. Można wprawdzie zrezygnować z jaw- 
nego użycia w podanej definicji terminów semantycznych, ale to nie 
zmieni faktu, że porównując nawet teorie sformalizowane, nie abstra- 
huje się od sensu ich terminów pierwotnych %, 


3 Por. Tarski. O logice s. 88-89; Dąmbska. O narzędziach s. 72 n. 

se Por. np.: Hajduk. Pojęcie i funkcja modelu s. 86 n; Ławniczak. 
O uzasadniającej roli analogii s. 103. Ograniczamy się tylko do bardzo skróto- 
wych eksplikacji pojęcia modelu, które będą użyteczne w dalszych rozważaniach. 
Literatura na ten temat jest ogromna. Odzwierciedla stan obecnej dyskusji i ciągłą 
aktualność podejmowanych zagadnień związanych z modelami. Wystarczy przy- 
kładowo wymienić: Hesse. Models and Analogies in Science; The Concept and 
the Role of the Model in Mathematics and Natural and Social Sciences. Ed. Ka- 
zemier, Vuysje; Sztoff. Modelowanie i filozofia; Chao. Models in Lin- 
guistics and Models in General; Stachowiak. Gedanken zu einer allgemeinen 
Theorie der Modelle. 

81 Por. Ajdukiewicz. Logika pragmatyczna s. 188-192; Dąmbska. O 
narzędziach s. 189. 

& Por. Słupecki, Borkowski. Elementy logiki matematycznej s. 145. 
Podana tam jest też inna definicja interpretacji teorii. Niech 74,..,xx będą wszyst- 
kimi terminami pierwotnymi pewnej teorii T; q*y,..,x*k — terminami pierwot- 
nymi lub zdefiniowanymi jakiejś innej teorii T*. Jeśli aksjomaty teorii T, gdy 
zastąpimy w nich symbol m, symbolem a*%, symbol m, symbolem 7*, itd., 
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Warto w tym miejscu zauważyć, że czym innym jest syntaktyczny 
sposób budowania teorii, nie uwzględniający chwilowo znaczenia jej 
terminów, a czym innym jest odmawianie w ogóle tym terminom wszel- 
kiego znaczenia. Bywają rzadkie przypadki, kiedy przy konstruowaniu 
teorii dedukcyjnej można posługiwać się terminami pierwotnymi jak 
zmiennymi, nie przypisując im określonego znaczenia. Praktyka taka ma 
miejsce tylko wtedy, gdy można podać kilka interpretacji dla systemu 
aksjomatów teorii, tzn. jeśli istnieje kilka sposobów nadania znaczenia 
konkretnego występującym w teorii terminom, a żadnego z nich nie 
pragnie się z góry preferować *. 

Na ogół jednak uznaje się, że zdania teorii matematycznych wyzna- 
czają pewne dziedziny przedmiotowe, posiadają bowiem charakter zna- 
kowy, który zawsze wskazuje na swoje przedmiotowe, semantyczne od- 
niesienia. Zatem modele systemów dedukcyjnych, którym obecnie po- 
święca się tyle uwagi i dla których buduje się specjalne teorie (w ramach 
badań nad podstawami matematyki), są modelami semantycznymi. Sta- 
nowią one możliwą realizację (układ przedmiotów, indywiduów, klas, 
stosunków), w której wszystkie obowiązujące zdania teorii są spełnione 
(są prawdziwe). Ten układ przedmiotów bywa też określany dziedziną, 
strukturą, światem rozważań 84. 


Przyjęło się charakteryzować dziedzinę przez wyliczenie jej składni- 
ków w określonej kolejności: zbiór indywiduów Z, którego elementy są 
wartościami zmiennych indywiduowych języka teorii; podzbiory zbioru 
Z, będące denotacjami predykatów jednoargumentowych; relacje, których 
członami są elementy zbioru Z, czyli stosunki denotowane przez predyka- 
ty wieloargumentowe; czasem wyróżnione spośród relacji funkcje, któ- 
rym odpowiadają symbole działań wykonywanych na elementach zbioru 
Z i dających w wyniku również elementy ze zbioru Z; czasem (w bogat- 
szych dziedzinach) dołącza się stałe indywiduowe oznaczające określone 
indywidua ze zbioru Z (w języku odpowiadają im terminy pozalogiczne, 
na ogół deskryptywne lub specyficzne dla danej teorii). Przykładem dzie- 
dziny matematycznej jest układ < p,+,0 œ> złożony ze zbioru liczb 
całkowitych, działania dodawania i zera jako elementu wyróżnionego albo 


staną się aksjomatami lub twierdzeniami teorii T*, to mówimy, że teoria T ma 
interpretację w teorii T*. 
Zob. też: Such. O rodzajach procedur interpretacyjnych w nauce, s. 110b.; 


Popper. Die Logik der Forschung; Stegmiiller. Wissenschaftliche Erklirung 
und Begriindung s. 18. 


8 Por. Tarski. O logice s. 88 n. 


8 Por. np. Hajduk. Pojęcie i funkcja modelu s. 87; Marciszewski. 
Model s. 177 n. 
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układ <R,t,, <,0,1 > złożony ze zbioru liczb rzeczywistych, działań 
dodawania i mnożenia wśród tych liczb, relacji mniejszości oraz dwóch 
wyróżnionych elementów 0 i 1. Pierwsza z dziedzin przykładowo przyto- 
czonych zwie się grupą addytywną liczb całkowitych, a druga ciałem 
uporządkowanym liczb rzeczywistych 5%. A zatem jeśli jakiejś teorii 
przyporządkuje się określoną dziedzinę, to teoria staje się zinterpreto- 
wana. Jeśli zaś aksjomaty tak zinterpretowanej teorii są zdaniami praw- 
dziwymi w danej dziedzinie, to mówi się, że dziedzina ta jest modelem 
teorii lub inaczej, że teoria ma model w tej dziedzinie 5. Na przykład 
teorią, która ma model w dziedzinie < N,=,S,+-, * >, gdzie N jest zbio- 
rem liczb naturalnych, a S działaniem tworzenia następnika, jest aryt- 
metyka elementarna. Dobrego przykładu teorii, która ma wiele inter- 
pretacji i to nie tylko w dziedzinach matematycznych, ale również i po- 
za nimi, jest system algebry Boole'a. 

Sumując powyższe uwagi stwierdzamy, że semantyczna problematyka 
nie tylko nie jest wyrugowana z matematyki, ale stanowi o istocie teorii 
matematycznych, które znajdują zastosowanie w coraz to szerszych dzie- 
dzinach przedmiotowych, także i pozamatematycznych. Anachronizmem 
już dzisiaj jest tendencja do oddzielania matematyki czystej od stosowa- 
nej, abstrakcji od konkretu, tak jak teorii znaków nie oddziela się od 
jej semantyki 87. Zatem „modelowe” podejście do matematyki jest dla 
nas koniecznym założeniem, jest punktem wyjścia dla rozważań o analo- 
gii występującej między różnymi dziedzinami, jest racją i uprawomoc- 
nieniem podejmowanych analiz. Ono nadaje sens czynionym tu rozwa- 
żaniom, ponieważ dzięki niemu ma sens mówienie o analogii między dzie- 
dzinami matematycznymi. Bliżej nie będziemy się tutaj zajmować niez- 
miernie interesującą problematyką związaną z modelami w matematy- 


85 Por. Grzegorczyk. Zarys logiki matematycznej s. 7-13. Tam też poda- 
nych jest wiele przykładów prostych dziedzin matematycznych. 

88 Warto zwrócić uwagę na to, że pojęcie modelu jest pojęciem relatywnym, 
zawsze odnosi się do „czegoś”. Najczęściej używanym jest kontekst „coś jest mo- 
delem czegoś” lub „coś jest modelem dla czegoś”. W pierwszym przypadku model 
coś odwzorowuje, zaś w drugim model jest wzorem. Często są to dwie sprzężone 
ze sobą funkcje, które względem siebie mogą spełniać np. dwie dziedziny. Na ten 
temat: Dąmbska. Dwa studia s. 22 n.; taż. O narzędziach s. 74 n. 

87 Coraz powszechniejszy staje się pogląd, że chociaż postać aksjomatyczna 
jest ideałem teorii matematycznych, to jednak niebezpiecznym złudzeniem jest 
przekonanie, że aksjomatyka stanowi istotę matematyki (por. np.: Courant, 
Robbins. Co to jest matematyka? s. 282). Innego zdania jest np. D. Gierulanka. 
Uważa ona, że matematyka jest zbiorem systemów aksjomatycznych. Aksjomatyka 
jest pierwsza, stanowi punkt wyjścia każdej teorii matematycznej, ona tę teorię 
wyznacza, a pośrednio także i dziedzinę przedmiotową, jako swój odpowiednik 
(Zagadnienie swoistości poznania matematycznego s. 98 n., 167 n). 
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ce. Ani też nie będziemy roztrząsać zagadnień dotyczących stosunku teorii 
do jej modelu oraz relacji, jaka występuje między modelem a analogią $$. 
Każde z tych zagadnień może być przedmiotem interesujących, osobnych 
badań. Wprawdzie w teorii modeli, która jest dziedziną badań podstaw 
matematyki, chodzi o szukanie związków między syntaktyczną postacią 
zdań danego zbioru a ogółem struktur, w których zdania te są prawdzi- 
we, ale są to badania prowadzone czysto formalnymi, bardzo zaawanso- 
wanymi środkami algebraicznymi 5%. Nie ułatwiają one dotarcia do głów- 
nych wyników i wykorzystania ich w rozważaniach typu ogólnometodo- 
logicznego. Dlatego byłoby ciekawe połączenie rezultatów dociekań 
otrzymanych w toku dyskusji nad aktualnymi zagadnieniami w meto- 
dologii nauki z wynikami badań nad podstawami matematyki. Jakkol- 
"wiek odmienność przedmiotu matematyki dyktuje swoiste zagadnienia 
(także i metodologiczne) oraz wymaga stosowania osobliwych metod do 
ich rozwiązania, to jednak można się spodziewać, że ogólne tendencje 
współczesnej metodologii nauk dostarczyłyby — także i w tej materii — 
interesujących pomysłów. Wystarczy tylko wspomnieć o konieczności 
włączenia się w nurt metodologicznych rozważań nad myśleniem nauko- 
wym, uwzględniających aspekt dynamiczny teorii naukowych czy więk- 
szemu docenieniu roli heurystyki w uprawianiu nauki (także matematy- 
ki). Sprawy te stanowią jednak odrębne, wykraczające poza ramy tej 
pracy, zagadnienie %. 

Po dokonaniu pewnych koniecznych ustaleń podejmiemy próbę udzie- 
lenia odpowiedzi na pytanie o rolę analogii, jaka występuje między 
różnymi dziedzinami matematycznymi w formułowaniu zagadnień. Zgod- 


ss Nie ma zgody wśród różnych autorów co do stosunku analogii do modelu 
oraz relacji między teorią a modelem. Autorzy „pozytywizujący” (np. R. B. Braith- 
waite, E. Nagel, C. G. Hempel) odróżniają teorię od modelu, utożsamiają zaś i za- 

miennie używają terminów analogia i model. Inni opowiadają się za wyraźnym 

"ich odgraniczeniem (m. in. P. Achinstein, G. L. Farre). Jeszcze inni mówią o tzw. 
modelach analogicznych (np.: Black. Models and Metaphors s. 222-226). Są to 
sprawy żywo dziś dyskutowane i zasługujące na odrębne, choćby tylko porząd- 
kujące opracowania. Najogólniej można powiedzieć, że determinacja relacji między 
analogią a modelem jest uzależniona od sposobu rozumienia obydwu pojęć i przy- 
jętych typologii rozmaitych ich rodzajów. Najczęściej jednak wyróżnia się jedno 
znaczenie terminu model, które jest ekwiwalentne z terminem analogii, a nawet 
wprost uważa się, że model stanowi analogon badanego obiektu lub procesu. Ale 
też spotyka się stanowisko preferujące termin analogon przed terminem model, 
ponieważ temu ostatniemu implikuje się moment „jakby mechaniczny” lub przy- 
najmniej obrazowy (Hesse). 

89 Por. np: Henkin. Matematyczne podstawy matematyki, s. 55-80. 

% Usystematyzowanego przeglądu współczesnych problemów i tendencji meto- 
dologii nauk dostarcza artykuł S. Kamińskiego (Metodologia nauk. „Zeszyty Nau- 
kowe KUL” 19:1976 nr 2 s. 3-10). 
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nie z wcześniejszą zapowiedzią osobno rozpatrzymy analogię, której pun- 
ktem wyjścia jest bardziej pierwotna analogia pozwalająca na uogólnia- 
nie, zachodząca między podstawowymi pojęciami porównywanych teorii. 
Następnym etapem rozważań będzie analiza pozostałych wyraźnych ana- 
logii, które dają możliwość uchwycenia coraz ogólniejszych struktur mię- 
dzy dziedzinami oraz dla całej matematyki. I w jednym i w drugim 
przypadku będziemy odwoływać się głównie do wewnątrzsystemowej 
interpretacji teorii matematycznych, pomijając zagadnienia związane ze 
stosowaniem matematyki w innych dziedzinach przedmiotowych. O poza- 
systemowych interpretacjach dziedzin matematycznych, a także inspiro- 
waniu przez nie nowych zagadnień typowo matematycznych, wspomni- 
my nieco w zakończeniu rozdziału. Sądzimy bowiem, że jest to kolejne, 
niezmiernie bogate, ale wymagające odrębnych rozważań zagadnienie. 


5. ANALOGIA POJĘĆ PODSTAWOWYCH 


Wielokrotnie już, i z różnych punktów widzenia, podkreślaliśmy ro- 
lę. jaką spełnia w myśleniu matematycznym analogia jako podstawa 
uogólniania. Pewne przykłady, które przytaczaliśmy, sugerują, że wystę- 
puje ona nie tylko w jednej dziedzinie przedmiotów, ale także między 
rozmaitymi dziedzinami matematyki. Przejawem najbardziej jaskrawym 
jest analogia zachodząca między teoriami wyższego stopnia ogólności oraz 
ich różnymi uszczegółowieniami. I jak się zdaje, jest to analogia wyko- 
rzystywana świadomie (nieraz samorzutnie), jako sposób konstruowania 
nowych, coraz ogólniejszych teorii. Nierzadko stanowi także podstawę 
pewnego uporządkowania, hierarchicznego ustawienia znanych teorii ma- 
tematycznych i zespolenia dziedzin przez wydobycie wspólnych rysów. 
Obydwa aspekty: dynamiczny i statyczny tej analogii, uwypuklają wy- 
raźniej rolę inwencyjną i unifikującą, jaką ona pełni w myśleniu mate- 
matycznym. 

Wydaje się, że ten typ analogii znajduje swoje oparcie, uprawomoc- 
nienie i dostateczną podstawę w bardziej pierwotnej analogii, jako pod- 
stawa uogólniania podstawowych przedmiotów (lub pojęć), bądź w ana- 
logii pozwalającej na uogólnianie podstawowych struktur (najbardziej 
charakterystycznych własności oraz istotnych cech danego układu przed- 
miotów). Nowe bowiem, ogólniejsze teorie, które są konstruowane na ba- 
zie znanych, podobnych, ale bardziej w stosunku do nich szczegółowych 
teorii, mogą jako punkt wyjścia przyjąć analogię pewnych przedmiotów. 
Analogia ta (a zwłaszcza analogia jako podstawa uogólniania) zachodzące 
między przedmiotami sprawia, jak się zdaje, że analogiczne stają się tak- 
że odpowiednie dziedziny. Zatem analogia między przedmiotami ingero- 
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wałaby na wyższym piętrze, powodując, że pewne dziedziny mogłyby 
powiększać swoją problematykę przez przenoszenie całych grup zagad- 
nień ze szczegółowej i bardziej zbadanej dziedziny podobnej lub przez 
stawianie zupełnie nowych, dzięki wykorzystaniu różnie między analogi- 
cznymi przedmiotami. Wiele bowiem z tego, co już zostało powiedziane 
o analogii, jako podstawy uogólniania odnośnie do porównywanych przed- 
miotów w jednej dziedzinie, można tutaj powtórzyć z pewnymi modyfi- 
kacjami uwzględniającymi płaszczyznę dokonywanego zestawienia. 

Inny typ analogii pozwalającej na uogólnianie nie tyle w punkcie 
wyjścia odwoływałby się do analogii przedmiotów, ile rozszerzając naj- 
bardziej istotne cechy dziedziny wyjściowej prowadziłby do szerszej 
i ogólniejszej klasy zagadnień dotyczących nowej dziedziny. 

Mając powyższe na uwadze, na potwierdzenie tych dość prosto na- 
suwających się sugestii przeanalizujemy odpowiednie przykłady. Są- 
dzimy, że nie tylko zilustrują one nasze przypuszczenia, lecz także do- 
starczą dostatecznych racji do wyciągnięcia wniosków o roli, jaką ten 
typ analogii pełni w formułowaniu zagadnień matematycznych. Można 
również oczekiwać, że bardziej widoczny i wyrazisty stanie się zakłada- 
ny tu związek tej analogii z jej przejawami w jednej dziedzinie przed- 
miotów. 

Rozważmy dziedzinę, której elementami są „funkcje zmiennej rze- 
czywistej” i dziedzinę „funkcji zmiennej zespolonej”. Nie jest trudno 
zauważyć, że argumenty (zmienna rzeczywista i zmienna zespolona) 
utworzonych obiektów matematycznych z porównywanych dziedzin są 
analogiczne na podstawie uogólniania. Odpowiednie analizy na ten temat 
były już przeprowadzane. Rozszerzenie, jakiemu uległo pojęcie liczby 
rzeczywistej, znajduje swoje odbicie także i w rozszerzeniu pojęcia zmien- 
na rzeczywista i otrzymaniu w ten sposób nowego obiektu matematycz- 
nego, jakim jest zmienna zespolona. Skoro sensownie mówimy o funkcji 
zmiennej rzeczywistej, to przez analogię można utworzyć funkcję zmien- 
nej zespolonej. Pomijamy tu sprawę analogiczności samego pojęcia fun- 
kcji, które w tym przypadku zostaje przeniesione w nową (zespoloną) 
dziedzinę przedmiotów. Jakkolwiek już ono sugeruje potrzebę i koniecz- 
ność postawienia wielu pytań pod adresem nowego obiektu. Pytań, któ- 
re mogłyby być sprawdzeniem własności tego, co nowe, w stosunku do 
znanych i dobrze zbadanych cech obiektu wyjściowego. Ale też takich, 
które pozwoliłyby ustalić wzajemny stosunek do siebie obydwu: starego 
i nowego. Są to zagadnienia wynikające z położenia akcentu na to, że 
rozpatrywanym obiektem jest funkcja, abstrahuje się natomiast od argu- 
mentów, dla których jest ona określona. 

Inną grupę zagadnień stanowią pytania pojawiające się w związku 
z analogicznością przedmiotowych dziedzin, dla których zostały utworzo- 
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ne nowe obiekty (funkcje określone na różnych zbiorach przedmiotów). 
Problemy, które zwykle stawia się w analizie dotyczące funkcji (niejako 
niezależnie od ich argumentów) znajdują tu swoje modyfikacje uwzględ- 
niające charakter przedmiotów (argumentów funkcji), ich inność w sto- 
sunku do dawnych. Podobieństwa zauważone wcześniej między przed- 
miotami pozwalają, a nawet narzucają sformułowanie szeregu pytań na 
temat rodzaju i stopnia podobieństwa nowych obiektów. Skoro bowiem 
przez odpowiednie rozszerzenie zostały przeniesione własności z płasz- 
czyzny rzeczywistej na zespoloną, sensowne wydają się pytania, czy i w 
jakim stopniu podobne okażą się funkcje zmiennych zespolonych do 
bardziej znanych funkcji zmiennych rzeczywistych. Impulsu do nowych 
problemów dostarczają także osobliwe, a w szczególności istotnie różne 
własności, jakie nabyły zmienne zespolone dzięki dokonanemu uogólnie- 
niu. 

Do pierwszej grupy zagadnień można zaliczyć przykładowo typowe 
pytania o jednoznaczność elementarnych funkcji zmiennej zespolonej, 
o ich ciągłość, różniczkowalność, możliwość rozwijania w szereg potęgo- 
wy, różniczkowalność takiego rozwinięcia, zbieżność, całkowalność i in- 
ne. Są to problemy stawiane zawsze ilekroć rozważa się funkcje, nieza- 
leżnie od zbioru argumentów, dla którego są one określone. Pozytywne 
odpowiedzi na tak sformułowane pytania dają asumpt do kolejnych roz- 
ważań, które już uwzględniają specyfikę obszaru badań. Jest to druga 
grupa wyróżnionych przez nas zagadnień. 

Przy funkcjach zmiennej zespolonej są to na ogół problemy związane 
ze sposobem wprowadzenia liczb zespolonych (i odpowiednio płaszczyz- 
ny zespolonej), jako pary liczb rzeczywistych, które stanowią część rze- 
czywistą i urojoną tych liczb. Zatem wiele kwestii inaczej przedstawia 
się, gdy jedna bądź druga część dąży np. do zera. Powoduje to, że dość 
dużo twierdzeń przenosi się wprost z teorii funkcji zmiennej rzeczywistej 
na teorię funkcji zmiennej zespolonej, ale też wiele nowych pojawia się 
w związku z wprowadzeniem części urojonej i osi urojonej ‘1. Na przy- 
kład przy szeregach potęgowych mówi się o kole zbieżności, przy różni- 
czkowalności rozważa się różniczkowalność w sensie zespolonym, która 
okazuje się bardzo mocnym warunkiem, ponieważ pociąga za sobą anali- 


51 Wystarczy porównać odpowiednie twierdzenia formułowane w zakresie 
analizy dla funkcji zmiennej rzeczywistej i zmiennej zespolonej, aby przekonać 
się, że wiele z nich (jak również wiele podstawowych definicji) przenosi się wprost 
z jednej dziedziny na drugą. Jednym z podstawowych, a jednocześnie elementar- 
nych uzasadnień tej możliwości, jest daleko potem sięgający izomorfizm płaszczyz- 
ny zespolonej z płaszczyzną rzeczywistą (por. np.: Fichtenholz. Rachunek 
różniczkowy i całkowity t. 2 s. 439-459; Maurin. Analiza cz. 1 s. 94-108; cz. 2 
s. 52-114). 
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tyczność funkcji (dla funkcji zmiennej rzeczywistej różniczkowalność nie 
zapewnia analityczności, tzn. nie pociąga za sobą możliwości rozwinięcia 
funkcji w szereg). 

Istnieje też cała grupa innych zagadnień, które pojawiają się przy 
dalszym rozszerzaniu pojęcia funkcji zmiennej zespolonej z jednej zmien- 
nej na większą liczbę zmiennych. Okazuje się, że wiele własności i po- 
jęć (jak np. holomorficzność w pierścieniu, niektóre własności funkcji 
meromorficznych, teoria residuów, zer i biegunów) wprowadzonych dla 
funkcji jednej zmiennej nie daje się przenieść na funkcje o dowolnej 
liczbie zmiennych. Zauważenie tej osobliwości wyznacza nowy kierunek 
poszukiwań. Dążenie zaś do nowych uogólnień wymaga coraz to dosko- 
nalszych narzędzi i środków, które udostępniłyby coraz rozleglejsze ob- 
szary problemowe. Ten dalszy rozwój jest często uwarunkowany zna- 
lezieniem istotnych powiązań między innymi działami matematyki, które 
dostarczając nowego, bogatszego języka, pozwalają zdefiniować często 
fundamentalne pojęcia danej teorii. Analiza zespolona, a zwłaszcza teoria 
funkcji wielu zmiennych zespolonych, jest właśnie jedną z takich naj- 
bardziej rozwijających się gałęzi współczesnej analizy. Aparat topologii 
(teoria snopów i wiązek wektorowych) oraz analizy funkcjonalnej (teoria 
przestrzeni Hilberta) oddały jej wielkie usługi przy znalezieniu nowych 
sposobów rozwiązywania starych i wyszukiwaniu nowych problemów ba- 
dawczych. Stało się to możliwe dzięki odkryciu nowych, ciekawych ana- 
logii, a przede wszystkim analogii struktur. Uwzględniając najnowsze 
rezultaty badań, można rozwiązać często dawne problemy w nowy spo- 
sób lub w ogóle uzyskać rozwiązanie dotychczas nieznane *%. 


Nietrudno zauważyć, że wiele z tego, co już powiedziano na temat 
wspólnej w całej matematyce tendencji do uogólniania, można by po- 


% Na przykład system V. Neumanna-Bernaysa-Gódla teorii mnogości jest 
niesprzecznym rozszerzeniem systemu Zermeli-Fraenkla-Skolema. W przeciwień- 
stwie do innych ujęć odróżnia się w nim pojęcia zbiór i klasa. Przyjmuje się, że 
każdy zbiór jest klasą, a nie odwrotnie; zbiorami są te klasy, które są elementami 
jakichś klas. Istnieją klasy, które nie są zbiorami. Zatem w tym systemie roz- 
szerza się podstawowe pojęcie wyjściowe. Okazuje się, że tak skonstruowany sys- 
tem ma znaczne zalety w porównaniu z systemem ZFS. Można w nim wyrazić 
rozmaite pojęcia, którymi posługiwano się w klasycznej teorii mnogości przed od- 
kryciem anatomii. Wydaje się jednak, że nowych sposobów podejścia do zagad- 
nień teorii mnogości może dostarczyć dalsze uogólnienie pojęcia klasy i określenie 
„kategorii wszystkich zbiorów”. W ramach rozwijającej się bujnie teorii kategorii 
obiektami nowego tworu są wszystkie zbiory, a morfizmami wszystkie funkcje. 
Nie jest wykluczone, iż w teorii kategorii niektóre zagadnienia (również z teorii 
mnogości) mogłyby być na nowo postawione z ogólniejszego punktu widzenia (por. 
Borkowski. Logika s. 299-309; Kuratowski. Wstęp do teorii mnogości 
i topologii s. 297 n.). 


234 ANNA IZABELLA BUCZEK 


wtórzyć w tym miejscu %. Pragniemy tylko podkreślić, że genetycznie 
rzecz biorąc analogia uogólniania spełnia ważną funkcję przy konstruo- 
waniu nowych dziedzin przedmiotowych, stając się w ten sposób źród- 
łem nowych teorii. Nie jest naszą intencją przecenianie tej roli i wyzna- 
czanie jej uprzywilejowanego miejsca wśród innych sposobów tworzenia 
nowych dziedzin. Nierzadko dostarcza ona tylko owocnych skojarzeń, 
które dostępne wyłącznie genialnemu twórcy, stają się bodźcem do po- 
równywania dość odległych dziedzin, i to wcale nie na zasadzie głębokich 
analogii. Niemniej jeśli na początku ustala się jakieś podobieństwo pod- 
stawowych przedmiotów (i dostrzega się również ich różnice), to natych- 
miast narzucają się pytania o podobieństwo relacji, które występuje w 
danej dziedzinie przedmiotów. Ogólniejsza dziedzina, wchłaniając swe 
uszczegółowienie w postaci znanej wcześniej dziedziny, ma prawo, a na- 
wet powinna pytać, które z tych znanych relacji przenoszą się wprost, 
które zachowują się z pewnymi zastrzeżeniami, a które należy ustano- 
wić jako zdecydowanie nowe, z uwagi na odrębność (pod pewnymi wzglę- 
dami) analogicznych dziedzin %. Pozwala to wypatrzyć analogiczne rysy 
dla różnych dziedzin przedmiotowych. Ułatwia to często zrozumienie 


8 Wydaje się, że między dziedzinami może przede wszsytkim wystąpić ana- 
logia pozwalająca na uogólnianie, jako powiększanie klasy przedmiotów rozważa- 
nych oraz zniesienie ograniczających warunków w arytmetyce (np. znany jest 
warunek zawężający możliwość wykonania dzielenia do liczb różnych od zera). 
Nie ma bowiem liczby (ilorazu), która pomnożona przez zero (dzielnik) dałaby 
liczbę (dzielną) różną od zera. Ale gdy rozważymy tę kwestię w teorii pierścieni, 
to okaże się, że istnieją obok pierścieni bez dzielników zera (jak dziedzina liczb 
naturalnych) pierścienie z dzielnikami zera. Są to perścienie, w których istnieją 
elementy różne od zera i takie, że ich iloczyn jest zerem. Z porównania tych dwu 
rodzajów pierścieni wynika, które z twierdzeń arytmetycznych zachodzą w obu, 
a które ulegają przy rozszerzającym przejściu modyfikacjom i jakie są tego kon- 
sekwencje. 

Zob. Geichgewicht. Elementy algebry abstrakcyjnej s. 122-130. 

91 Często uwydatniają te spostrzeżenia dopiero syntetyczne ujęcia dziedziny 
ogólniejszej i szczegółowej. Zestawienie np. teorii równań różniczkowych zwyczaj- 
nych i równań różniczkowych cząstkowych ujawnia rozmaitej głębokości analogie, 
jakie występują nie tylko między twierdzeniami, ale i dowodami (zwłaszcza o jed- 
poznaczności i istnieniu rozwiązań) i metodami stosowanymi do uzyskiwania 
rozwiązań. Czy te analogie faktycznie odegrały rolę w genezie wyników analogicz- 
nej dziedziny, trudno jest nieraz powiedzieć. Znane są przypadki wykrywania 
faktów, które dopiero, gdy odkryte i sformułowane, wydają się oczywiste. Po 
wykryciu ich dostrzega się dopiero często głębokie, istotne analogie. Staje się to 
jednym z powodów niemożliwości zalgorytmizowania twórczego myślenia, a tylko 
uchwycenia jego ram i zasadniczych etapów. O wykrywanych i wykorzystywa- 
nych niektórych analogiach między równaniami różniczkowymi zwyczajnymi 
i cząstkowymi można się dowiedzieć np. z omówienia T. Ważewskiego, zamieszczo- 
nego w „Wiadomościach Matematycznych” (20:1976 s. 55-85). 
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różnych teorii, a także wyodrębniając i precyzując te wspólne własności, 
umożliwia budowanie teorii nadrzędnych o wyższym stopniu ogólności %. 

Przykładu może dostarczyć historia geometrii XIX w.% Zauważono, 
że w geometrii elementarnej (płaskiej) rozróżnia się twierdzenią dotyczą- 
ce przystawania figur, korzystające z pojęć długości i kąta oraz twierdze- 
nia dotyczące podobieństwa figur, gdzie występuje tylko pojęcie kąta. 
Uznano jednak to rozróżnienie za sztuczne i starano się ująć przedmiot 
geometrii jednolicie, stwierdzając, że twierdzenia geometrii elementarnej 
dotyczą wielkości — długości, miar kątów i pól. Określono więc, że dwie 
figury są równoważne z tego punktu widzenia, jeżeli można otrzymać 
jedną z nich z drugiej za pomocą ruchu sztywnego, który zmienia wy- 
łącznie położenie, ale nie zmienia żadnej wielkości. Pojęcie wielkości 
i związane z nim pojęcia przystawania i podobieństwa określano jako 
własności metryczne figur geometrycznych. Powstało zagadnienie, czy 
oprócz nich figury geometryczne mają jeszcze ogólniejsze własności, któ- 
re nie ulegają zmianie przy przekształceniach bardziej zmieniających 
figurę niż ruch sztywny. Odkryto, iż pewne własności figur geometrycz- 
nych są tak głębokie, że utrzymują się nawet po poddaniu figur zupełnie 
dowolnym odkształceniom. Na przykład figury narysowane na kawałku 
gumy zachowują pewne ze swoich charakterystycznych własności pier- 
wotnych bez względu na to, czy będziemy ściskać lub rozciągać tę gu- 
mę. Nazwano klasę tych przekształceń przekształceniami topologiczny- 
mi. Istotne okazało się odkrycie, iż są to tak radykalne deformacje figur, 
że dzięki nim figury tracą wszelkie swoje własności metryczne. Ale zau- 
ważono również, że da się wyróżnić pewna klasa przekształceń, która 
mieści się pomiędzy bardzo wąską klasą ruchów sztywnych z jednej 
strony a najbardziej ogólną klasą dowolnych przekształceń z drugiej. Jest 
to klasa tzw. przekształceń rzutowych. W geometrii rzutowej nie roz- 
waża się przystawania, podobieństwa, równoważności i innych pojęć geo- 
metrii euklidesowej, bada się natomiast kolineację (punkty, które leżą 
na jednej prostej), koincydencję (proste, które przechodzą przez jeden 
punkt) i inne pojęcia, wywodzące się z pojęcia rzutu i obrazu %. Włas- 


%5 Metodologowie nauki eksponują tendencję do tworzenia coraz ogólniejszych 
teorii, jako znak i kryterium postępu w nauce. Ustalają przy tym najczęściej po- 
równawcze określenie ogólności teorii. Mówią, że z dwóch teorii ta jest ogólniej- 
sza, która rozważa ogólniejszy aspekt rzeczywistości. Dla teorii matematycz- 
nych zwykło się brać pod uwagę nie aspekt rzeczywistości, lecz klasę ich modeli. 
Ogólniejsza teoria ma liczniejszą klasę modeli (zob. np.: Kamiński. Pojęcie 
nauki s .185; Geymonat. Filozofia a filozofia nauki s. 125 n.). 

% Por. Courant, Robbins. Co to jest matematyka s. 217 n.; Kline. 
Geometria s. 61-70. 

97 Zaznaczmy tu, że między rzutem i obrazem albo ogólniej między obiektem 
podlegającym przekształceniu a jego przekształconym odpowiednikiem też zachodzi 
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nościami rzutowymi (tzn. własnościami niezmienniczymi względem rzu- 
towania) są właśnie koincydencja, wspóliniowość i przecinanie się w jed- 
nym punkcie. Natomiast miary długości i kątów, jak również stosunki 
takich wielkości na ogół ulegają zmianie. Na przykład rzutami trójkątów 
równoramiennych lub równobocznych mogą być trójkąty, których wszyst- 
kie boki mają różne długości. Dlatego „trójkąt” jest pojęciem geometrii 
rzutowej, ale „trójkąt równoboczny” jest pojęciem geometrii metrycznej. 

A jednak w 2. poł. XIX w. podjęto kroki zmierzające do połączenia 
tych dwóch dziedzin geometrii. Punktem wyjścia były badania nad prze- 
kształceniami rzutowymi przestrzeni na samą siebie, a w szczególności 
nad zbiorem elementów, które nie zmieniają się przy takich przekształ- 
ceniach. Wnioskiem z tych badań było stwierdzenie, iż własności met- 
ryczne można bez trudu definiować jako własności rzutowe układu zło- 
żonego z figur i zbioru niezmienników rzutowych przekształceń, posia- 
dających pewne określone własności. Włączenie geometrii metrycznej 
do geometrii rzutowej miało ogromne znaczenie także i metodologiczne. 
Okazało się bowiem, że jeżeli zmodyfikuje się odpowiednio zbiór nie- 
zmienników, to grupa związanych z nim przekształceń rzutowych nie 
będzie identyczna z grupą ruchów sztywnych euklidesowych, lecz z gru- 
pą ruchów nieeuklidesowych (typu hiperbolicznego lub eliptycznego w za- 
leżności od kierunku i sposobu modyfikacji). Zatem geometria rzutowa 
jest „całą geometrią”, ponieważ zawiera w sobie każdy z trzech typów 
geometrii metrycznej. Ma to ogromne znaczenie dla określenia podo- 
bieństw i różnie także między strukturami metrycznych geometrii. 

Dla nas istotne jest zwrócenie uwagi na inną, w stosunku do poprzed- 
nich naszych rozważań, ujawniającą się tu wyraźnie podstawę uogólnia- 
jącego przejścia na podstawie analogii. Istotne dla niego było, nie tak 
jak poprzednio, podobieństwo przedmiotów, które stawało się punktem 
wyjścia i uprawomocniało uogólnienie, ale swego rodzaju podobieństwo 
własności charakterystycznych całej dziedziny. W ramach ogólniejszej 
dziedziny mogą być one rozpatrywane jako uszczegółowienia i partykula- 
ryzacje innych, bardziej ogólnych w stosunku do nich własności. Dzięki 
temu następuje scalenie i ujednolicenie podejmowanej problematyki oraz 
unifikowanie dziedzin. Podporządkowywanie rozmaitych dziedzin pew- 


analogia. Jest to, jak niektórzy nazywają, analogia przekształcenia. Badając zbiory 
niezmienników określonych przekształceń można dość łatwo ustalić pod względem 
jakich własności są podobne porównywane obiekty. Niezmienniczość wyznacza 
więc nowe kręgi zagadnień, zachowywanie niektórych własności, które znowu 
są tylko specyfikacją niejednokrotnie już wysuwanych przez nas sugestii. Na 
przykład w tym sensie analogicznymi są tzw. krzywe stożkowe: okrąg, elipsa, 
parabola, hiperbola, które można otrzymać przez rzutowanie koła z pewnego 
punktu na odpowiednią ukośną płaszczyznę. 


á 
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nym ogólnym ideom przewodnim ujawnia nadto istotne założenia oraz 
konsekwencje tych założeń. Prowadzi to również do zagadnień związa- 
nych z pytaniami o modyfikację przyjmowanych założeń i o konsekwen- 
cję ich niezachodzenia. Odsłonięcie myśli przewodniej głównych twier- 
dzeń jakiejś dziedziny, dotarcie do istoty stawianych na jej gruncie za- 
gadnień, ustalenie genezy rodzących się problemów prowadzi często do 
innych, prostszych i ogólniejszych ujęć, a także znalezienia innych, bar- 
dziej naturalnych dróg prowadzących do uzyskania nowej problematyki 
i nowych wyników. Wydaje się, że uwypuklenie myśli przewodniej i uja- 
wnienie istotnych założeń dokonuje się często przez konstrukcję ogólniej- 
szej dziedziny, gdzie łatwiej jest znaleźć odpowiednie kontrprzykłady, 
wyjaśniające rolę podstawowych założeń %. 

Wydaje się, że w związku z poruszanymi tu kwestiami, można by 
zastanowić się nad ustaleniem typu zależności dziedzin przedmiotowych 
(czy odpowiadających im teorii), z których jedna jest uogólnieniem dru- 
giej. Metodologia nauk wyróżnia dwa główne typy zależności: psycho- 
logiczną i przedmiotową. Wśród tej drugiej wymienia się zależność ge- 
netyczną, strukturalną i funkcjonalną %. Sądzimy, że w omawianym tu 
przypadku podporządkowania różnych dziedzin matematycznych można 
wyeksponować zarówno zależność genetyczną, jak i pewne odmiany za- 
leżności strukturalnej i funkcjonalnej. Wystarczy wymienić tylko wnio- 
ski płynące z naszych dotychczasowych rozważań. Podkreślaliśmy już, 
że pod względem problematyki prowokowania problemów do rozwiąza- 
nia, a także dostarczania wstępnych pojęć, nie jest odosbniony w ma- 
tematyce przypadek, że jedna dziedzina (ta bardziej znana) staje się 
źródłem innej, nowej. Podporządkowanie zaś hierarchiczne, partykula- 

8 W związku z tymi problemami można by poruszyć jeszcze sprawę pro- 
stoty teorii i jej stosunku do teorii ogólnych. Nie jest to jednak ani łatwe, ani 
jednoznacznie zdeterminowane. Zaczęto wyróżniać rozmaite typy prostoty: kwa- 
litatywną, kwantytatywną (czyli metryczną, ze względu na stopień potwierdzalności 
lub falsyfikowalności) oraz porównawczą (czyli pozwalającą ustawić teorie w 
szereg). Przyjęło się też, że prostsza jest ta teoria, która ma mniejszą liczbę zało- 
żeń, a więcej zawartości informacyjnej (A. Einstein). Na ogół stwierdza się, że 
prostota nie może zmniejszać ani ogólności, ani dokładności teorii. Są to jednak 


sprawy jeszcze dyskusyjne w metodologii nauk (zob. np: Kamiński. Pojęcie 
nauki s. 186 n.). 

% Por. Kamiński. Teoria bytu a inne dyscypliny filozoficzne s. 14-15; 
Stępień. O metodzie s. 97. W stosunku jednak do teorii matematycznych (nawet 
traktowanych „modelowo”) trudno jest jednoznacznie rozstrzygnąć sprawę ich za- 
leżności i unifikacji. Uwarunkowane to jest przyjęciem określonych założeń filo- 
zoficznych. Nasze wnioski są wynikiem rozważań opartych na analizie przykładów. 
Dobór ich nie był przypadkowy, starano się, aby raczej był typowy dla twór- 
czości matematycznej. Chodziło nam o ukazanie, że jedność matematyki nie tylko 
jest zagwarantowana stosowaniem metody dedukcyjnej w najszerszym stopniu. 
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ryzacja (jak to widać było w ostatnim przykładzie) sugerują, że jest 
to często również zależność strukturalna. Najmniej kwestionowaną wy- 
daje się zależność funkcjonalna. Szczegółowa dziedzina staje się nie- 
rzadko sama modelem albo dostarcza tylko modeli heurystycznych do 
rozwiązywania problemów w ogólniejszej. 

Wydaje się, że analogia we wszystkich tych typach zależności, szki- 
cowo tylko potraktowanych, pełni rolę wyjątkową, stając się podstawą 
i uzasadnieniem uporządkowania poszczególnych dziedzin matematycz- 
nych. Nie będzie przesadą, jeśli powiemy, że staje się ona zwornikiem 
całej matematyki. 


6. ANALOGIA STRUKTUR ALGEBRAICZNYCH 


Omawiana dotychczas analogia, będąca podstawą interdyscyplinarne- 
go uogólniania problematyki, nie jest, jak się zdaje, jedynym rodzajem 
analogii zachodzących między różnymi dziedzinami matematyki. Inny- 
mi, narzucającymi się niemal z siłą oczywistości, są podobieństwa głów- 
nych struktur, będących przedmiotami różnych dyscyplin. Łączą one 
dziedziny między sobą, dostarczając nowych zagadnień, które wyrastają 
niejako na styku i pograniczu rozmaitych dziedzin. Tworzą w ten spo- 
sób zupełnie nowe obiekty i całkiem nieoczekiwane nieraz dziedziny, 
wyznaczone przez nowe obszary problemowe. Wiąże się to ze szczegól- 
nie ważnym zagadnieniem wykrywania w matematyce przede wszy- 
stkim ogólnych struktur algebraicznych. Wydaje się bowiem, że istotne 
dla matematyki jest podobieństwo różnych jej dziedzin co do „formy” 
z algebrą, zaś co do „treści? (ze względu na „ilościowy” charakter ma-, 
tematyki) z arytmetyką, a częściowo także z teorią mnogości 1%, Zgod- 
nie z przyjętą w tej pracy konwencją podejmiemy próbę uwyraźnienia 
funkcjonowania tych analogii przez odwołanie się do odpowiednich przy- 
kładów. 

Najbardziej sugestywnym, i niezwykle owocnym, przypadkiem opar- 
tego na analogii zestawienia różnych dziedzin w matematyce było nie- 
mal organiczne powiązanie geometrii z — ogólnie mówiąc — analizą 101, 


10 Coraz częściej dostrzega się niewystarczalność determinacji matematycznej 
tylko za pomocą metody dedukcyjnej. Pojawiają się tendencje do szukania unifi- 
kacji dziedzin matematycznych przez odkrycie najogólniejszych pojęć (czyli od- 
woływanie się do teorii mnogości) i odpowiadających im struktur (opracowywa- 
nych w algebrze abstrakcyjnej). Na temat ilości w matematyce zobacz artykuł 
Lubańskiego (Ilość a matematyka) oraz dyskusję z tym stanowiskiem Kamińskiego 
(O ilościowym charakterze przedmiotu matematyki). 

101 Na ten przykład analogii zwraca też uwagę Ujomow. Próbuje on ująć 
w formalny schemat sposób powstania tej analogii. Wydaje się jednak, że izomor- 
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W wyniku tego powstała w pierwszym etapie geometria analityczna, 
a potem rozmaite inne geometrie wskazujące na różne aspekty tego po- 
łączenia: geometria różniczkowa, geometria algebraiczna, a ostatnio tak- 
że topologia algebraiczna i topologia różniczkowa. Znalazła w tym wy- 
raz ogólna tendencja matematyki współczesnej do oparcia wszystkiego 
(także i geometrii) na pojęciu liczby, a ogólniej na pojęciu ilości. W geo- 
metri zostało to zapoczątkowane przez (Fermat i Descartes) wprowadze- 
nie tzw. współrzędnych kartezjańskich, które umożliwiały izomorficzne 
przyporządkowanie punktom płaszczyzny uporządkowanych par liczb. 
W ten sposób ustalono, że „współrzędne” jakiegoś tworu geometrycz- 
nego są zbiorem liczb charakteryzującym ten twór jednoznacznie. Punkt 
np. jest określony przez podanie jego współrzędnych prostokątnych lub 
biegunowych, prosta przez podanie określonego równania pierwszego 
stopnia, zaś równania stopnia drugiego przedstawiają przekroje stożko- 
we. Zastosowanie metody algebraicznej do geometrii pozwoliło zastąpić 
krzywe odpowiednimi równaniami. Własności krzywych można więc wy- 
krywać sposobami algebraicznymi odniesionymi do ich równań. Rów- 
nanie odpowiedniego stopnia i krzywa, której jest ono przyporządko- 
wane, są tylko dwoma różnymi przedstawieniami tego samego pojęcia. 
A zatem geometria analityczna pozwala wykorzystać w geometrii bo- 
gactwo algebry i analizy, ale warto też zauważyć, że na mocy izomor- 
ficznego przyporządkowania korzystne może również okazać się spro- 
wadzanie zadań z analizy do geometrii 102, 

Sama metoda algebraiczna okazała się bowiem niewystarczająca, nie 
dostarczała skutecznych metod badania dowolnych krzywych. Nie po- 
trafiła na przykład podołać takim podstawowym pojęciom, jak nachy- 
lenie czy krzywizna krzywej. Zastosowanie rachunku różniczkowego 
przyspieszyło badanie krzywych bardziej skomplikowanych i rozmaicie 
pofałdowanych powierzchni. Geometria powiązana z analizą otrzymała 
nazwę geometrii różniczkowej. Do jej typowych zagadnień należy obli- 
czanie nachylenia i krzywizny krzywej, doniosłe zagadnienia linii geo- 
dezyjnych, najkrótszej odległości między dwoma punktami na powierzch- 
ni, a także powierzchni o najmniejszym polu ograniczonych krzywymi 
przestrzennymi itp. Są to zagadnienia czysto geometryczne, ale krzywe 
i powierzchnie wyrażone są algebraicznie, a metody dowodów i rozwią- 
zań są analityczne 103, 


fizm relacji będący doskonałym ich przyporządkowaniem, tłumaczy sens, trafność 
i precyzję odpowiadającego rozumowania (Ujomow. Anałogija s. 160 n.). 

102 Uprawomocnieniem tej symetryczności jest znowu izomorfizm, będący 
podstawą odpowiednich wniosków. 

103 Duża część zagadnień geometrii różniczkowej oraz geometrii przestrzeni 
analitycznych może być przeniesiona i przeformułowana w nowej dziedzinie, która 
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Zapoczątkowana, odkryta i uprawomocniona przez geometrię anali- 
tyczną współokreśloność zagadnień, ich rozwiązań i metod przeprowa- 
dzania dowodów przybierała potem bardzo różnorodne formy, w zależ- 
ności i od stopnia rozwoju poszczególnych dziedzin i od rozłożenia akcen- 
tów we wzajemnym przenikaniu się tych dziedzin. Postęp w jednej dzie- 
dzinie dawał sumpt do podejmowania nowych problemów w drugiej, 
zdobycie nowych i skutecznych metod rozwiązywania zagadnień na 
gruncie problematyki rozpatrywanej w którejś z dziedzin, wyznaczał 
kierunki badawcze w drugiej. Nie oznacza to jednak, że wszystkie proble- 
my pojawiają się dzięki wykorzystaniu tej współzależności. Analogia po- 
jęta jako metoda wykrywania podobieństw wszelkiego rodzaju i wyzyski- 
wania ich do posuwania naprzód wiedzy jest metodą nie podlegającą algo- 
rytmizacji 104, Dlatego trudno jest ujawnić i ustalić z całkowitą pewnoś- 
cią wszystkie kierunki możliwego jej użycia w działalności naukotwór- 
czej. To m. in. stało się powodem, że pokazujemy raczej to, co -zostało 
zauważone i twórczo wykorzystane przez odwoływanie się (świadome 
lub nieuświadomione) do podobieństw różnych relacji, niż kontrfak- 
tyczne i postulatywne zalecanie walorów analogii. Zdajemy sobie spra- 
wę z ograniczoności — zwłaszcza nieuprawnionego — przenoszenia wy- 
ników i spostrzeżeń z jednej dziedziny na drugą. Trafność wyników nie- 
wątpliwie zależy od trafności i precyzji, z jaką uchwycono to, co jest 
podstawą analogii. Ale tam, gdzie dziedziny są niejako równorzędne 
(jak w przypadku omawianego wzajemnego przenikania się dzięki izo- 
morficznemu przyporządkowaniu), obawy mogą być nikłe. Można co 
najwyżej nie dostrzec w porę konkretnych analogii szczegółowych, które 
mogłyby przybliżyć i ułatwić otrzymanie szukanego rozwiązania. Pro- 


otrzymała nazwę geometrii algebraicznej. Już tylko intuicyjny opis podstawowych 
jej konstrukcji wskazuje na ścisłe analogie, jakie łączą je z dobrze znanymi kon- 
strukcjami geometrii różniczkowej i elementarnymi własnościami funkcji analitycz- 
nych. Inna rzecz, że nie zawsze te przeniesienia prowadzą do prostych i łatwych 
nowych problemów. Czasami nawet samo przetłumaczenie problemu może nastrę- 
czać trudności, może być niejednoznaczne, a zbliżone „tłumaczenia” mogą pro- 
wadzić do problemów bardzo różnego stopnia trudności. Dokładne omówienie tej 
ogromnie dziś aktywnej dziedziny zawiera praca Szurka (Czym zajmuje się geo- 
metria algebraiczna s. 1-27). 

104 Trudno bowiem ustalić reguły, którym podlegałoby twórcze myślenie. 
Wprawdzie prowadzi się coraz bardziej ożywione badania nie tylko w zakresie 
samej heurystyki, ale też podejmuje się problematykę metaheurystyczną. Zmierzają 
one do zdeterminowania przedmiotu i wyznaczenia celu przedmiotowego heurysty- 
ki. Pojawiają się również inne teorie mające na celu badanie tzw. kontekstu od- 
krycia i ustalenie jego relacji do tzw. kontekstu uzasadniania. A w każdym wy- 
padku chodzi o znalezienie przybliżonego jakby algorytmu odkrywania czegoś, co 
spełnia określone warunki (zob. Buczek. O przedmiocie i celu heurystyki; 
Puszkin. Heurystyka). 
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blemy zaś narzuca sama praktyka badawcza, inwencyjność poszczegól- 
nych twórców, umiejętność docierania do istoty badanych obiektów, ro- 
zumienie „świata? dociekań. Analogia i rozmaite jej odmiany jest tylko 
jednym ze znamion twórczego myślenia, chociaż o dość dużym ładunku 
inwencyjności, ale w niej nie wyczerpują się wszystkie możliwości wpa- 
dania na pomysł, w których intuicja (w bardzo szerokim sensie) odgrywa 
ważną rolę. 

Innym podejściem do sprawy izomorfizmu geometrii i analizy było 
zwrócenie uwagi, że tak, jak można było w wyniku algebraizacji geo- 
metrii zbudować geometrię analityczną, tak również przez geometryza- 
cję analizy można stworzyć nowe zagadnienia, odkryć nową problema- 
tykę i wykorzystać nowe metody. Analogie w ten sposób odkryte oka- 
zały się często bardzo głębokie 1%, Geneza analizy funkcjonalnej, ope- 
rującej coraz bardziej skomplikowanymi przestrzeniami funkcyjnymi 
wielowymiarowymi, pokazuje wyraźnie, w jaki sposób analogia wiąże 
ze sobą dziedziny matematyczne, nieraz rozwijające się niezależnie od 
siebie. Przytoczymy kilka takich prostych, podstawowych analogii i po- 
wiązań. „Punkty” przestrzeni abstrakcyjnych są zwykle funkcjami, za- 
tem odległość między punktami może naprowadzić na odległość między 
dwoma funkcjami. Jeżeli da się taką miarę wprowadzić, mówi się, że 
przestrzeń jest metryczna. Metryka jest zwykle uogólnieniem pojęcia od- 
ległości w przestrzeni euklidesowej, bo analiza funkcjonalna łączy uogól- 
nianie pojęć i metod klasycznej analizy z charakterystyczną skłonnością 
do geometryzacji. Dlatego chociaż została zachowana terminologia z geo- 
metrii, znaczenie nadawane jest zupełnie nowe. Geometryczny sposób 
myślenia jest bardzo pomocny, a nawet sugestywny, gdy idzie o twier- 
dzenia dotyczące funkcji. To, co w sformułowaniu analitycznym jest 
skomplikowane i niejasne, może być w interpretacji geometrycznej in- 
tuicyjnie oczywiste, naoczne i naprowadzające szybko na rozwiązanie. 
Badanie przestrzeni abstrakcyjnych niespodziewanie okazało się częścią 
topologii 106, Ważne bowiem, istotne własności struktur rozważanych na 
gruncie analizy funkcjonalnych były niezmiennicze przy przekształce- 
niach topologicznych. Geometria (w szerokim i współczesnym rozumieniu) 


105 Wydaje się, że jest to dobry przykład symetryczności tego wzajemnego 
sprzężenia dziedzin. Z ich powiązania na różne sposoby powstają nowe problemy. 
Przykłady analogii, które były źródłem analizy funkcjonalnej, przytacza Żakow- 
ski (Matematyka s. 312-325). 

106 O wzajemnym stosunku geometrii i topologii zob. np.: A. Białynicki- 
-Birula, Pełczyński. Na marginesie artykułu K. Siekluckiego „O geometrii 
i topologii” s. 25-30. 
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tym razem dotarczyła modelu strukturom, których pojęcia i własności 
dały się dopasować do jej ram 107, 

Nietrudno więc zauważyć, że dziedziny analogiczne dostarczają sobie 
nawzajem problemów i obfitości tematyki. Wiele ogólnych systemów 
algebraicznych zrodziło się z poszczególnych problemów powstałych w 
innych dziedzinach matematyki. Na przykład matematyk norweski S. 
Lie skompletował wyczerpującą klasyfikację równań różniczkowych w 
analizie. Z tego klasyfikacyjnego systemu wyabstrahowano pewien sche- 
mat, który obecnie stanowi oddzielny przedmiot znany jako teoria grup 
Liego, znajdująca wiele zastosowań w większości dziedzin matematycz- 
nych. Podobnie jak pewne problemy topologiczne doprowadziły do pow- 
stania tzw. algebry homologicznej, która ma ważne zastosowania poza 
topologią. Z innymi strukturami jest podobnie. Bez względu na to, z ja- 
kiego podłoża wyrosły i co stało się powodem ich powstania, stanowią 
niezwykle użyteczne narzędzie do stawiania zagadnień w innych, bar- 
dzo nieraz odległych dziedzinach 198. 

Te współzależności między pewnymi dziedzinami niewątpliwie po- 
zwalają spojrzeć na matematykę jako powiązaną całość. Ciągle żywa 
jest bowiem tendencja do ujmowania matematyki z punktu widzenia 
systematyzacji i unifikacji rozmaitych jej dziedzin. Obecnie coraz częś- 
ciej pojawiają się próby zmierzające do znalezienia podstawy takiej uni- 
fikacji, i to już nie od strony sposobu i zakresu wykorzystywania w niej 
metody dedukcyjnej, ale raczej wykrywania podobnych struktur w roz- 
maitych jej dziedzinach 10%, Takie postępowanie bliskie jest co prawda 
formalnemu podejściu do nauk apriorycznych, wydaje się jednak, że 
możliwość ustalenia i wykrycia ogólnych struktur zakłada u swego pod- 
łoża analogię między porównywanymi dziedzinami, która jest źródłem 
analogicznych teorii nawet już na poziomie wyszukiwania problematyki 


107 Na przykładzie wielostronych powiązań geometrii z analizą (ogólnie mó- 
wiąc) jasno widać, jak może się zmieniać funkcja modelu: raz można geometrię 
uznać modelem — wzorem dla analizy, w innej sytuacji może ona być modelem 
w sensie odwzorowania. 

108 Do najbardziej znanych struktur podstawowych zalicza się struktury alge- 
braiczne, porządkowe i topologiczne. Zaś wśród algebraicznych wymienia się: ciało, 
grupę, pierścień i model. Oprócz tych pojedynczych znane są także struktury wie- 
lokrotne, które powstają przez skrzyżowanie kilku struktur różnych typów (por. 
Semadeni. Struktury w sensie Bourbakiego i kategorie s. 37-50; Kokoszyn- 
ska. W sprawie koncepcji nauk dedukcyjnych s. 57-63; Gierulanka. Zagad- 
nienie s. 178-183). 

19 Takiego zdanie jest np. Gierulanka, która twierdzi nawet więcej, że „dziś 
ucieka się raczej do ujmowania matematyki jako całości z punktu widzenia jej 
przedmiotu” (Zagadnienia s. 156). Na ten temat, choć zajmując opozycyjne sta- 
nowisko wobec przytoczonej wypowiedzi, wypowiada się Kamiński (O ilościowym 
charakterze przedmiotu matematyki s. 126 n.). 


ROLA ANALOGII W FORMUŁOWANIU ZAGADNIEŃ MATEMATYCZNYCH 243 
i stawiania nowych zagadnień do rozwiązania. O tym może również 
świadczyć obecność w matematyce dużej liczby pojęć analogicznych, 
które w zależności od dziedziny, w jakiej się pojawiają, ulegają nie- 
znacznej tylko modyfikacji. Wystarczy wymienić takie, jak np. liczba 
zero, macierz zerowa, wektor zerowy, zbiór pusty itp. Wszystkie speł- 
niają podobne funkcje w swoich dziedzinach. Wykazują też wiele po- 
dobnych własności. Wydaje się więc, że uwyraźniają analogię między 
dziedzinami. Znane są także przykłady wprowadzania, szczególnie na 
gruncie algebry, ogólnych pojęć, których pewnymi uszczegółowieniami 
okazały się przypadki ich występowania w innych dziedzinach 119. 
Wszystkie wymienione tu i dotychczas rozważane momenty wskazują, 
jak się zdaje, na wyraźne sprzężenie dwóch funkcji analogii, które wy- 
stępują na różnych płaszczyznach w matematyce: inwencyjnej i unifi- 
kującej. Można chyba powiedzieć, że są to tylko różne przejawy tej 
samej analogii, która bierze udział w formułowaniu zagadnień mate- 
matycznych. Dwa funkcjonalne aspekty albo własności analogii, która 
występując przy wyznaczaniu i wyszukiwaniu problematyki dla poszcze- 
gólnych dziedzin matematycznych nie pozostaje bez wpływu na usyste- 
matyzowanie i scalanie całej matematyki. A jeżeli tak, to jest ona zwor- 
nikiem łączącym matematykę w jedną całość, i to zarówno w jej histo- 
rycznym rozwoju, jak i w obecnym jej stadium. Działa bowiem analo- 
gia scalająco wewnątrz jednej dziedziny i między dziedzinami. W ten 
sposób staje się jedną z ważniejszych cech myślenia matematycznego 
i matematyki, jako rezultatu tego myślenia. Wydaje się, że unifikująca 
rola analogii tłumaczy m. in. rozwój pojmowania matematyki na prze- 
strzeni dziejów, rozwój jej różnych ujęć, rozwój podejmowanych prób 
jej zdefiniowania, czy choćby przybliżonego określenia. Jaskrawo to wi- 
dać zwłaszcza przy przedmiotowych ujęciach matematyki, jako teorii 
o liczbie i o odcinkach, o funkcji, o relacji, o dowolnych relacjach okreś- 
lonych na zbiorach itp. 
Podkreślając te problemotwórcze własności analogii pragniemy wy- 
eksponować to, że zostały one wyodrębnione w ramach podjętych prób 
udzielenia odpowiedzi na następujące pytania: jak funkcjonuje analogia 


10 Na przykład E. Marczewski wprowadził na gruncie algebry ogólnej pojęcie 
niezależności, którego szczególnym przypadkiem jest większość pojęć niezależności 
występujących w matematyce, takich jak: niezależność arytmetyczna, niezależność 
liniowa wektorów, niezależność zbiorów, niezależność funkcji, niezależność sto- 
chastyczna. Był to początek licznej serii prac nad własnościami algebr, w których 
niezależność ma niektóre cechy niezależności liniowej, nad charakteryzacją ro- 
dzin zbiorów niezależnych itp. Nowy kierunek badań wyjaśniał algebraiczną na- 
ture tego podstawowego pojęcia (zob. Urbanik. Doktorat honoris causa Edwar- 
da Marczewskiego s. 186). 
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w myśleniu matematycznym, jaką rolę pełni, zwłaszcza w stawianiu za- 
gadnień matematycznych, do czego służy i w czym pomaga? Dlatego 
wydaje się, iż są one właśnie funkcjonalnymi przejawami i momentami 
wyróżnionych w typologii analogii. Można zatem mówić o komunikatyw- 
nej, ekstrapolacyjnej, inwencyjnej i unifikującej roli analogii, która mo- 
że utożsamiać się na gruncie pewnej przyjętej typologii z którymś jej 
rodzajem. Czasem spotyka się w literaturze praktykę, w myśl której 
przyjmuje się dla analogii nazwę od najbardziej charakterystycznej jej 
funkcji. Na przykład Hesse wymienia obok innych analogię heurystycz- 
ną, E. Bielajew — analogię zastosowania. Zgodnie z naszymi rozważania- 
mi wydaje się, że obydwie akcentują pewne, określone własności bądź 
funkcje analogii, które można wyróżnić przyjmując inną zasadę podzia- 
łu. Posługując się w tej pracy obiegową terminologią, która metodę 
uogólniania nazywa analogią, mieliśmy na uwadze jej funkcjonalny (i ge- 
netyczny) charakter, podkreślając niejednokrotnie, że dzięki zachowy- 
waniu struktury porównywanych przedmiotów jest właściwie odpowied- 
nim typem analogii struktury. 

Na zakończenie wypada wspomnieć, że zagadnienie zewnęfrznego 
kontekstu poszczególnych dziedzin matematycznych i ich powiązań z in- 
nymi dyscyplinami naukowymi należałoby potraktować jako odrębne 
i obfitujące w swoistą tematykę zagadnienie samo dla siebie. Można bo- 
wiem stawiać problem stosowania matematyki do innych nauk i znaj- 
dowania w ten sposób nowych pozamatematycznych interpretacji ana- 
logicznych dla rozmaitych jej dziedzin. Ale też interesujące może oka- 
zać się zagadnienie podsuwania matematyce problemów przez „naturę” 
i inne nauki, czyli inaczej: sprawa inspirowania i wpływania na usta- 
lenie problematyki matematycznej w związku z potrzebami innych 
nauk. W rozważaniach przeprowadzanych w ramach naszego tematu nie 
widzieliśmy miejsca na tego rodzaju problemy, chociaż przyznajemy, 
że są one niezmiernie interesujące i warto je podjąć. Wiąże się to z teo- 
rią modeli (semantycznych) i zagadnieniem relacji tzw. matematyki czy- 
stej do stosowanej oraz możliwością uprawomocnienia takiego podziału 
z punktu widzenia tendencji unifikujących. 


ZAKOŃCZENIE 


Rozważania przeprowadzone w niniejszej pracy zmierzały do wy- 
świetlenia roli analogii w stawianiu zagadnień matematycznych. Po prze- 
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analizowaniu różnorakich przykładów faktycznego zastosowania analogii 
do wyszukiwania nowej problematyki w matematyce okazało się, że pełni 
ona istotnie doniosłą rolę inwencyjną. Obok niej została wymieniona 
niemal równorzędnie funkcja unifikująca tej analogii dla dyscyplin ma- 
tematycznych. W toku rozważań podkreślano wiele razy, iż problemo- 
twórcze własności analogii, które ujawniły się przede wszystkim przy 
badaniu matematyki w aspekcie dynamicznym, wyciskają znamię na ma- 
tematyce wziętej w aspekcie statycznym. Pozwoliło to ująć łącznie in- 
wencyjną i unifikującą rolę analogii w myśleniu matematycznym. Sta- 
rano się bowiem także o wyeksplikowanie typowych struktur tego my- 
ślenia. Było to szczególnie widoczne przy spolaryzowanych zestawie- 
niach: ogólne—szczegółowe, skomplikowane—uproszczone oraz skończo- 
ne—nieskończone. Zauważono również, iż oprócz tych znamiennych dla 
myślenia matematycznego funkcji występują też inne, jak np. ekstra- 
polacyjna, informatywna, komunikatywna, ilustracyjna, dydaktyczna. 
Nie eksponowano ich w specjalny sposób, ponieważ wydawało się, iż 
wszystkie są tylko partykularyzacjami i uszczegółowieniami tych dwóch 
najbardziej charakterystycznych. 

Powyższe rozważania skłoniły do zajęcia umiarkowanego stanowiska 
wobec analogii, czyli przyznania jej wprawdzie znacznej roli wiedzo- 
twórczej, ale też jej pewnych ograniczeń. Stąd pojawiał się dość często 
postulat ostrożnego jej stosowania, zwłaszcza zaś unikania czysto me- 
chanicznej aplikacji. 

Wydaje się, iż przeprowadzone rozważania, niejako „przy okazji”, 
przyczyniły się też do ukazania swoistości analogii w matematyce i po- 
zwoliły zdeterminować najbardziej typowe jej rodzaje. 

.Rozszerzajac nieco zakres naszego tematu, można zastanowić się, czy 
w oparciu o dokonaną charakterystykę analogii w matematyce i wy- 
krycie pewnych myślowych struktur nie da się dość łatwo zbadać, jaką 
rolę pełni analogia w przeprowadzaniu dowodów matematycznych oraz 
rozwiązywaniu zadań. Interesujące jest również pytanie, czy rozważa- 
nia o roli i miejscu analogii w całym myśleniu matematycznym nie wy- 
wierają żadnego wpływu na zmodyfikowanie określenia matematyki. Czy 
można matematykę definiować wyłącznie apragmatycznie, jako naukę 
stosującą w myśleniu dedukcję budującą systemy sformalizowane? 

W świetle poczynionych rozważań ujawnia się także doniosły pro- 
blem genezy wiedzy matematycznej, który jest fragmentem problemu ge- 
nezy wiedzy ludzkiej w ogóle. Odżywa więc znowu stary problem psycho- 
logizmu i antypsychologizmu w nowej wersji. 

Nade wszystko jednak rodzi się na tym tle potrzeba opracowania 
logiki odkryć naukowych. Napotyka ona nie mniejsze trudności, jak pró- 
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ba zbudowania logiki akceptacji teorii. Należy jednak żywić przekona- 
nie, iż wraz z rozwojem metodologicznej dojrzałości heurystyki zostaną 
osiągnięte nowe rezultaty i w tej materii. 


Zwracano wiele razy uwagę, że rozważane tu problemy pozostają 
w ścisłym związku z zagadnieniami heurystyki (inwentyki). Wiele jesz- 
cze wśród nich domaga się dalszego udoskonalenia i dopracowania — 
zarówno w ich sformułowaniu, jak i proponowanych rozwiązań. Nic te- 
dy dziwnego, że i w tej pracy znajdują się braki i niedociągnięcia. Warto 
może przypomnieć niedawną wypowiedź: „nikt nie jest w stanie ocenić 
roli, jaką rozumowania przez analogię spełniają w konstruowaniu twier- 
dzeń matematycznych” (Nalimow. Probalistyczny model języka 
s. 187). 
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LE ROLE DE L'ANALOGIE 
DANS LA FORMULATION DES PROBLEMES MATHEMATIQUES 


Résumé 


Le vif intérêt que l’on observe dernièrement au sujet de tous les problèmes 
relatifs aux processus heuristiques résulte de la réaction et de l'opposition contre 
la méthodologie positiviste. La thèse sur le lien étroit unissant le „contexte de la 
découverte” et le „contexte de la motivation” gagne de plus en plus de partisans. 
C'est une raison pour s'occuper spécialement des principes de la recherche, des 
moyens de lélaboration de nouvelles hypothèses, de la manière de poser de nou- 
veaux problèmes et des méthodes d'effectuer des découvertes scientifiques. Cette 
tâche rencontre cependant de sérieuses difficultés du fait que les processus de pen- 
sée ne se laissent pas aisément décrire ni vérifier intersubjectivement. Ils sont 
en effet davantage intuitifs, spontanés, élémentaires et laissent plus de place aux 
associations diverses, aux ressemblances et aux analogies. Etant donné l'intensité 
des recherches dans ce domaine, l’analyse ne fût-ce que d'un seul de ces facteurs 
qui semblent jouer un rôle important dans la découverte de nouveaux problèmes 
est une démarche valable et actuelle. 


L'on a beaucoup écrit sur le fonctionnement de l’analogie dans la formulation 
des hypothèses dans les sciences empiriques. Or, la création mathématique semble 
extrêmement souvent se baser sur toutes sortes de ressemblances. Il est prouvé 
qu'en mathématique, science qui passait pour modèle de précision et d'exactitude, 
toutes les thèses reconnues pour vraies ne sauraient être prouvées. Si donc lin- 
tuition a sa place dans la justification, les associations et les inventions basées 
sur una analogie sont d'autant plus utiles dans la découverte. La recherche de 
nouveaux problème peut, tout particulièrement, mettre à profit l’analogie. 


Notre étude se pose pour but de faire voir comment fonctionnent les analo- 
gies dans l'élaboration de la problématique en mathématiques. Les questions qui 
s'imposent tout naturellement à ce sujet sont les suivantes: Quel rôle, dans le 
penser mathématique, revient à lanalogie en tant que méthode permettant d'ob- 
tenir de nouveaux résultats? Peut-on charactériser d’une manière explicative 
l'analogie et sa fonction? Y-at-il une sule analogie ou peut-on en discerner plu- 
sieurs types? Quel est leur rôle dans la formulation des problèmes mathématiques? 
Comment déterminent-elles une nouvelle problématique dans divers domaines? 
L'analogie se laisse-t-elle noter à l'intéirur d'un seul domaine d'objets ou peut-on 
la constater entre les domaines? Quelle attitude convient-il de prendre envers 
l'analogie: faut-il lui reconnaître un pouvoir cognitif important ou lui refuser 
une plus grande valeur? 

A toutes ces questions, la littérature spécialisée n'apporte pas de réponses 
satisfaisantes. Les travaux relatifs à ces problèmes ont généralement le caractère 
fragmentaire et présentent un seul aspect des choses; en tant que tels, ils inspirent 
plutôt une considération globale du sujet et non des polémiques ou une appré- 
ciation critique. C'est pourquoi, tout en profitant de l’acquis que certains auteurs 
ont atteint sur le plan de la philosophie classique et de la méthodologie des scien- 
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ces, seule l'analyse des exemples pris dans la mathématique actuelle et dans 
l'histoire de certaines découvertes importantes semble être une voie sûre de la 
validation des hypothèses. 


Ce sont ces circonstances qui ont déterminé le plan et la rédaction de la 
présente étude. Il nous a, premièrement, fallu discuter les diverses conceptions 
de l'analogie et préciser les significations du terme „analogie? qui paraissent 
en mathématiques. Vu le caractére polysémique du terme „analogie? et la spé- 
cificité de la connaissance mathématique, il s'est avéré nécessaire d'effectuer une 
typologie de diverses analogies que comporte la pensée mathématique. Des exem- 
ples ont été cités, particulièrement riches en matière de l’analogie de la structure. 
Après avoir étabil que l'analogie est une ressemblance spécifique et approfondie 
entre divers objets (dans l’acception générale du terme), on a fait remarquer que 
les analogies peuvent être „prononcee”, claires, facilement déchiffrables ou con- 
fuses, supposées, hypothétiques, proposées comme „a l'essai”. Pour les considé- 
rations qui vont suivre, la classification en analogies de structure et analogies de 
fontionnement (des object es dans un domaine) est de tout premier ordre. 


Les chapitres suivants ont tenté d'apporter une réponse à la question: si, et 
dans quelle mesure, les types d'analogies mentionnés ont une fonction créatrice 
dans le domaine du savoir et déterminent la manière de formuler de nouveaux 
problèmes en mathématiques. L'on a analysé séparément le rôle de l’analogie 
dans la formulation des problèmes relatifs à un seul domaine d'objects et la 
fonction qui dans cette démarche revient à lanalogie intervenant entre divers 
domaines mathématiques. L'attention a été portée surtout sur lanalogie entre 
ce qui est particulier et ce qui est général, tout comme entre ce qui est simple 
et ce qui est compliqué. Divers exemples de telles analogies ont été analysés, 
non sans avoir souligné la nécessité d'un traitement synchronique des analogies 
intervenant sur le plan syntaxique et sémantique. 


Après avoir soumis à l’analyse les divers exemples de l'utilisation de l’analogie 
dans la recherche de la nouvelle problématique en mathématiques, on a du con- 
stater que son rôle inventeur était réellement important. Au cours des réflexions, 
on a souvent été amené à souligner que le pouvoir créateur de l’analogie, manifeste 
surtout à l'examen de la mathématique dans l'aspect dynamique, laissait une 
empreinte sur la mathématique dans son aspect statistique. Ceci a permis de 
considérer ensemble le rôle inventeur et unificateur de l’analogie dans la pensée 
mathématique. L'on a remarqué egalement que, en dehors de ces fonctions signi- 
ficatives pour le penser mathématique, il y en avait aussi d’autres, telles que 
extrapolante, informative, communicative, illustrante, didactique. Elles n'ont pas 
été mises en relief, puisqu'il a semblé qu’elles n'étaient que des particularisation 
de ces deux fonctions les plus caractéristiques. 

La conclusion générale qui en découle est que, bien que le rôle créateur de 
l'analogie dans la pensée mathématique soit évidente, il convient de sen servir 
avec circonspection (non point mécaniquement!) puisque le chemin qui mène 
à la logique des découvertes mathématiques est encore long. Les considérations 
a ce sujet ont contribué, pour ainsi dire „a l’occasion”, à démontrer la spécificité 
de l’analogie en mathématiques et à déterminér ses types les plus représentatifs. 


